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PRÉFACE. 


Ces leçons ont été, à quelques additions près, professées au 
Collège de France, pendant le deuxième semestre de l’année 19r1- 
1912, pour le cours de la Fondation Peccot. J’ai essayé d’en faire 
une sorte d'introduction à l’étude des notions et théories nouvelles 
introduites depuis une soixantaine d'années en Arithmétique 
supérieure, un peu comme conséquence des travaux de Gauss et 
sous l'influence des idées de Galois et d'Hermite. Ce Livre peut 
ainsi être considéré comme un complément aux Traités français 
actuels de Théorie des Nombres ( Algèbre de Serret, Leçons de 
J: Tannery, rédigées par MM. Borel et Drach, Traité de 
M. Cahen, etc.), Traités qui sont limités aux théories de Legendre, 
Jacobi et Gauss. 

Pour ne pas allonger outre mesure l’exposition, je n'ait pas 
repris toute chose à son début, et n’ai pas essayé de constituer une 
science isolée indépendante de tout concept d’Algèbre et d’Ana- 
lyse. Cependant, je n’ai fait appel qu’à des résultats mathéma- 
tiques préalables assez élémentaires : les premières notions d’Arith- 
métique, quelques principes de la théorie des systèmes d'équations 
linéaires et des équations algébriques (qui font partie du pro- 
gramme actuel de la classe de Mathématiques spéciales), quelques 
définitions de la théorie des ensembles de points et des intégrales 
multiples (qu’on trouve dans les Traités classiques d'Analyse). 

J'ai rassemblé, dans le premier Chapitre, d’autres notions 
d’Algèbre et d'Analyse, moins universellement adoptées; la nota- 


tion des Tableaux, exposée surtout d’après les travaux de Laguerre 
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et de M. Jordan; le langage géométrique (espace à 7 dimensions); 
la généralisation de la notion de distance indiquée par M. Min- 
kowski et le volume d’un corps convexe dans l’espace à » dimen- 
sions. 

Les quatre Chapitres suivants sont consacrés à l’exposition de la 
théorie des modules et de ses applications. Cest à M. Dedekind 
qu'on doit une des premières expositions méthodiques de cette 
théorie, déjà en germe dans les travaux d’'Hermite. Elle m'a permis 
de relier un assez grand nombre de résultats, en apparence assez 
éloignés : divisibilité des entiers ordinaires, approximations des 
irrationnelles, équations diophantiques, théorie des entiers com- 
plexes algébriques, périodes des fonctions, etc. On y trouvera 
notamment plusieurs résultats arithmétiques énoncés et établis 
isolément par Hermite, surtout en vue de la transformation des 
fonctions abéliennes. 

Dans les deux derniers Chapitres a été exposée, d’après les 
idées d’Hermite, la célèbre méthode de la réduction continuelle et 
son application toute naturelle aux formes décomposables et aux 
corps algébriques (unités, corps d’un discriminant donné, classes 
d'idéaux). J’ai indiqué à ce sujet l’énoncé et la démonstration des 
deux importants théorèmes de la Geometrie der Zahlen de 
M. Minkowski, théorèmes qui complètent, en permettant de 
l’étendre, la méthode d'Hermite. 

Les Chapitres IV, V et VIT, plus spécialement consacrés aux 
nombres algébriques, constituent les premiers éléments de la 
théorie des entiers complexes d’un corps et de leur arithmétique. 
On sait que cette théorie, qui a pris en Allemagne une grande 
extension, a été laissée en France, depuis Hermite, dans un oubli 
assez curieux; à part deux traductions récentes (/ntroduction de 
M. Sommer, traduit par M. Lévy, et Rapport de M. Hilbert, 
traduit par MM. Lévy et Got), un article original de M. Dedekind 


(Bulletin des Sciences mathématiques) et un court opuscule de 
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M. Laurent (Paris, 1904), il n’existe, à ma connaissance, aucun 
Exposé français sur la question. 

J’ai ajouté trois Notes à ce Livre; dans la première, j'ai exposé 
l'application de la théorie des modules de points aux périodes des 
fonctions, ce qui m’a permis d'indiquer, d’après M. Esclangon, la 
définition et quelques propriétés arithmétiques des fonctions 
quasi-périodiques. Dans la deuxième, on trouvera une application 
numérique, à un corps quadratique, des définitions et principes 
énoncés pour les corps algébriques généraux. C’est un peu plus 
qu'un exemple numérique; j'ai indiqué succinctement, à propos 
du cas particulier considéré, des procédés de recherche applicables 
à tous les corps quadratiques. J'espère que ceci compensera un peu 
l’absence d’une théorie particulière de ces corps, le cadre forcé- 
ment restreint de ces leçons ne m'ayant pas permis de l’y intro- 
duire. Enfin, dans la troisième Note, on trouvera quelques notions 
complémentaires sur l’Arithmétique des idéaux. 

Tel qu'il est, ce petit Livre n’a pas la prétention d’être un 
Mémoire original, et les propriétés qui y sont indiquées ont été 
déjà publiées; sur bien des points, je n’ai pas essayé d'atteindre 
les limites de la science actuelle, renvoyant le lecteur désireux 
d'aller plus loin à des Traités spéciaux ou à des Mémoires origi- 
naux. Par contre, je ne me suis pas astreint à exposer les travaux 
des divers auteurs sous la forme précise qu'ils avaient adoptée pri- 
milivement (j'ai ainsi modifié quelque peu la méthode de réduction 
continuelle d'Hermite, lexposition de la théorie des modules de 
Dedekind, etc.) ; je n’ai pas voulu non plus me rattacher à une école 
déterminée et, dans la théorie des entiers algébriques, par exemple, 
j'ai emprunté indifféremment des procédés aux méthodes d’expo- 
sition de Dedekind ou de Kronecker, aux travaux de Minkowski, 
Hurwitz, etc. J’ai surtout essayé de faire une œuvre homogène et 
de mettre le plus possible en évidence les relations mutuelles des 


A 


faits et ce qui m'a paru leur véritable raison d’être. Il m’est arrivé 
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ainsi de modifier souvent des démonstrations ou des énoncés, et 
il m'eût été difficile de renvoyer toujours avec précision à un 
Mémoire original. Je prie les lecteurs désireux d’avoir des rensei- 
enements bibliographiques plus développés de se reporter : pour 
l’étude des nombres entiers proprement dits (divisibilité et équa- 
tions diophantiques) à l'Æssai sur la Théorie des Nombres, de 
T.-J. Sueltjes; pour les nombres algébriques, à l’abondante 
bibliographie du Rapport de M. Hilbert (Jahrb. der deuts. 
math. Ver., 1895) et du Rapport plus récent de M. Fueter (Zbid., 
1911); enfin, d’une façon générale, à l’£'ncyclopédie des Sciences 
mathématiques, éditions allemande et française, à laquelle j'ai fait 
d’ailleurs de nombreux renvois dans le cours du Livre. Je dois 
signaler que j'ai fait de très larges emprunts aux OEuvres d'Her- 
mite; j'ai également beaucoup emprunté à M. Minkowski qui, sur 
de nombreux points, a été le continuateur du grand géomètre 
français. 

C’est sur la demande de mes auditeurs du Collège de France 
que Jai songé à publier ces Lecons; l’un d’eux, M. Vidil, élève 
de 2° année à l'Ecole Normale supérieure, a bien voulu rédiger ses 
propres notes à celte intention. J’en ai tiré un très grand profit, 
et je suis heureux de lui en exprimer ici toute ma reconnaissance. 

Je tiens aussi à remercier M. Gauthier-Villars, qui a bien voulu 
se charger de l’impression et de l'édition de ce petit Livre. II m'a 
rendu ainsi un grand service, je serais heureux si j'avais la certi- 


tude qu'il en a rendu en même temps un petit à la Science fran- 
çaise. 


Toulouse, 2 mars 1915. 
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CHAPITRE L. 


INTRODUCTION ALGÉBRIQUE. 


Les formes et substitutions linéaires. 


Il y a souvent lieu, en Arithmétique supérieure, d’uuliser des 
résultats de l’algèbre (ou plus exactement du calcul algébrique), 
notamment de la théorie des formes et substitutions linéaires. 
Nous allons d’abord rappeler brièvement quelques principes de 
cette théorie et indiquer en même temps les notations que nous 
utiliserons dans la suite. 

Un système de n formes linéaires indépendantes de n variables 
1; 0 r APRES 
(1) Éai ri Laltit...FaiTr (= 114, 27) 
ou encore la substitution représentée par les mêmes formules 
(£ anciennes variables, x nouvelles), est complètement déterminé 


quand on se donne les coefficients; pour rappeler leur place res- 
pective dans les formes, on a coutume de les ranger en un tableau 


LA 

carre 
1 2 n 
adj «d; a; 
GENE Le 

(2) 

1 2 nm 
dr (227 dh 


(les coefficients de la z*"° forme occupant la "et colonne). 
C. 1 
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Il ya souvent avantage à raisonner directement sur ce tableau, 
auquel on attribue ainsi une existence indépendante. C’est ce 
qu'ont fait de nombreux algébristes et arithméticiens, et 1l nous 
suffira de citer l'exemple d'Hermite (dans la transformation des 
fonctions abéliennes) et de Cayley (!). Nous désignerons donc un 
tel système de 7? nombres par une seule lettre À et nous suppo- 
serons, sauf mention du contraire, que le déterminant A(A) formé 
par les x? nombres n’est pas nul; le tableau sera dit alors d'ordre 
ou de rang n. Le système de formes, la substitution (1) seront 
dits associés au tableau; leur donnée entraîne celle de À et réci- 
proquement [pour celte réciproque, on conçoit la nécessité de 
l'hypothèse A(A)Zo|. 

La somme de deux tableaux de même ordre est un tableau de 
même ordre, où chaque terme est la somme des termes de même 
rang dans les deux premiers. Ainsi | 


CPE TRE 2 CIO a +a b+b c+c 
" 8" c'N+ fa, blue = | at ae EE 
1 FD AC AL a"+ a b'+ bp! c'+ c' 


Cette opération est associative et commutative, mais il se peut 
que le résultat ne soit pas un tableau de rang n, son déterminant 
pouvant être nul. Nous verrons ultérieurement des applications 
de cette notion. 

Le produit de deux tableaux de même ordre À <XB est un 
tableau de même ordre, où le terme a? s’obtient en faisant la 
somme des produits des termes de la ligne de rang £ du premier 
tableau À par les termes correspondants de la colonne de rang ÿ 
du second B. Ainsi 


AINETIREC “on Me 


a [/4 b 1! c " a " 


g" v 


dit DE 2 0 


V9 Re A M de M Te Ne Le 
L/4 " 


(7 A TE M NE 


a b+bf$+cf" 
a B are b' B'+ c' g” 
a"R = b' G' + c” 2" 


ay+by+cy 
a! Y ee b' Y + c' Y 
a"y + by" + c'y" 





(*) On peut mème considérer de tels systèmes comme généralisant les nombres 
ordinaires et constituant des nombres complexes (voir là-dessus l'article de 
MM. Study et Cartan, Encyclopédie, t. I, vol. I, fasc. 3). 
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Cette opération (! ) est évidemment associative 
AA EE =" A S< BAC 
elle est aussi déstributive par rapport à l'addition 


AX(B+C)=AXB+AXOC, 
(B+C)xXA=BX A + C x A. 


D'autre part, la règle pour former les termes du produit coïn- 
cide avec l’une des règles habituellement indiquées pour former le 
produit de deux déterminants. Donc 


A(A x B)=A(A)%x A(B). 


Mais cette opération n’est pas, en général, commutative; À x B 
n’est pas nécessairement égal à B x A, et il y a lieu de distinguer 
le produit à droite et le produit à gauche par un tableau. 

On remarquera, et ceci donne une raison d’être de la définition 
précédente, que la substitution associée au tableau A XB est le 
produit des substitutions associées à chacun des facteurs, enten- 
dant par là que c’est le résultat obtenu en faisant d’abord la substi- 
tution B, puis, sur les nouvelles variables ainsi obtenues, la substi- 
tution À. D'autre part, le système de formes associé à À x B 
s'obtient en faisant la substitution A sur les variables du système 
associé à B. 

Un tableau est dit système simple et désigné par [m] quand 
Lous ses termes sont nuls, à l'exception de ceux de la diagonale 
principale (?), ceux-ci étant tous égaux à 7». On obtient manifeste- 
ment [m|>x<A ou AX/{ml|, ou simplement mA, en multipliant 
tous les termes de À par m. Les calculs entre systèmes simples se 
réduisent aux calculs sur les nombres qui les constituent : 


[m]+[p]=[m+pl], 
[m]x{[p]={[mpl]. 


Le système simple [1] joue le rôle de l'unité, car c’est le seul 


(:) On pourrait adopter une définition en multipliant colonnes par lignes. De 
même, on aurait pu établir autrement la correspondance entre tableau et substi- 
tution. La nécessité de fixer ces conventions est une des raisons de cette intro- 
duction. 

(2) Cette notation suppose, bien entendu, connu l'ordre du tableau. 


4 CHAPITRE I. 


tableau vérifiant les équations 
Xi AZ A 00 AGE X'-SANNINNENSE 


Pour cette raison, nous appellerons tableau inverse de À Île 
tableau AT! défini par l’une des égalités 


AXA-1=[1] ou AxA=—fr]. 


À cet inverse est associée Ja substitution inverse de celle asso- 
ciée à À (qui fait passer des nouvelles variables aux anciennes); 1l 
est donc unique (!) et vérifie les deux égalités. On l’obtiendra, 
par exemple, en résolvant les équations (1) par rapport aux x et 
en prenant les coefficients des formes en £ ainsi obtenues. On peut 
encore dire que ses termes sont ceux du déterminant adjoint 
de A(A), divisés par le nombre A(A), et après permutation de 
lignes et colonnes. Le déterminant de [1] étant 1, celui de AT! 


; à x I ; 
es l'inverse du système simple [m] est Le]. Enfin, l'inverse 


I 
L “mis 14 
A(A)? 
d’un produit s'obtient par la règle simple 


(AXBXK. RKRELIELISRNRS 


puisque l’inverse est unique, il suffit de faire la vérification, ce 
qui est immédiat. 

Donnons, en terminant, quelques notions sur les matrices. 
Nous appellerons ainsi un tableau rectangulaire ou carré de 
nombres, d’où l’on peut déduire, par suppression de lignes et de 
colonnes, des tableaux carrés. On pourra distinguer dans une 
matrice : le {ype (m, p), m lignes et p colonnes; le rang r, ordre 
du tableau d’ordre le plus élevé (à déterminant non nul) qu’on 
peut en déduire. Le rang est au plus égal au plus petit des deux 
nombres m, p. Pour qu’on puisse étendre à deux matrices la défi- 
nition de la somme, il faut et il suffit qu’elles soient de même 
type. Pour étendre la définition du produit, il suffit que le nombre 
de colonnes de la première (matrice de gauche) soit égal au 





(!) On pourrait encore démontrer cette unicité et l’équivalence des deux équa- 
tions de définition, soit en se servant des 7? équations linéaires par rapport aux 
termes de A! qui traduisent cette définition, soit en utilisant l’unicité de la 
solution de AX —A et de XA —A,et les propriétés du produit. Cette dernière 
méthode aurait un intérêt au point de vue du calcu! symbolique en général, 
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nombre de lignes de la deuxième : p — m'. L'extension de la règle 
est alors immédiate, on obtient une matrice du type (m,p'). La 
multiplication ainsi définie est encore associative; on le vérifie 
aisément, c'est sa seule propriété utilisée, en général. 

Cette définition du produit permet, par exemple, de représenter 
la substitution (1) par légalité 


RSR NE PR PET | Le 


À désigne le tableau (2) associé à la substitution. Nous écrirons 
les matrices et les tableaux, encadrées de deux doubles barres 
verticales, pour les distinguer des déterminants qui sont des 
nombres. 


Ensembles abéliens de tableaux. 


On peut se proposer de former des ensembles de tableaux où la 
multiplication soit commutative. La recherche de tous ces 
ensembles, que nous appellerons, pour abréger, abéliens (1), est 
un problème compliqué; je me contenterai d'indiquer ici une 
catégorie très étendue de tels ensembles. Une première solution 
nous serait donnée par l’ensemble des systèmes simples; une 
autre, plus générale, par les tableaux où tous les termes, sauf ceux 
de la diagonale principale, sont nuls, mais les termes non nuls 
n’élant plus nécessairement égaux. Par exemple, 


ea O .. O 
O Lo O0 

[ æ, Mauss An] — 
DAMON II: 


La notation adoptée est évidente; nous dirons qu’un tel tableau 
est élémentaire ou canonique. Les règles de calcul sont aussi 


manifestes : 
[a4, ©, ... An] + [P1, Be, + .., Ba] = [ai + Pi, Lo + Ba, ss Cn + On], 
[&1, To, …….) an | XX [ 81, De, ... Dan] — [ C4 B1, a2B2, ... Xn Br li: 


I I I 
(aa oran) = PR NUE CS Po A D 


Œ1 L2 An 


A(larae oe Sata +7. 





(:) Suivant une locution habituelle en théorie des groupes. 
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La multiplication de deux tableaux canoniques est donc bien 
commutative; on peut aller plus loin. La définition même de la 
multiplication conduit à une règle simple pour le produit d’un 
tableau À par un tableau canonique E; il suffit de multipher 
par a; (£='r, 2, .:., n)"tous/les'termes de Na IT CORNE 
de À, si le produit est à gauche (E % À), et de la colonne, si le 
produit est à droite (AXE). En conséquence, si l’on suppose que 
les termes de E sont inégaux, pour que le tableau À soit permu- 
table avec E, (AE = EA), il faut et il suffit qu’il soit canonique; 
légalité &; a} — 4; a} entraîne, en effet, a — 0 pour &£ 7j. Done, 
st un ensemble abélien renferme un tableau canonique à 
termes distincts, cet ensemble ne renferme que des tableaux 


canoniques. 
Soit maintenant P un tableau déterminé [AGP ES et E un 
tableau canonique quelconque. Les tableaux PEP-! forment 


encore un ensemble abélien; c’est ce qui résulte des règles de 
calcul (conséquences des propriétés des opérations) 


PEP-1+PE'P1— P(EP-1+E'P-1)  =P(EE')P#, 
PEP-1x PE'P-1— P(EXE')P-1, 
(PEP-1}1 = (P-1}1XE-1x P-1 = PE-1P-1, 
A(PEP-1) =A(P)XA(E)xA(P-1)=  A(E) 


Nous allons voir que c’est là le cas général des ensembles 
abéliens. 

Montrons d’abord que tout tableau À peut être mis, en général, 
sous la forme précédente. C’est ce qui résulte d’un calcul bien 
connu (on le trouve notamment dans le Traité des substitutions 
de M. Jordan) sur la réduction d’une substitution à sa forme 
canonique. Voici comment, avec les notations adoptées, on peut 


se poser ce dernier problème. Soit la substitution associée à A, 
Uæ1 2 ... Zn = Yi Ya +. nl X A; 


peut-on considérer les x etles y comme provenant, par une même 
substitution P, des variables x’ et y! 


|] m4 1 r Le NT PIE Te NS Cr PIE P; 


1.5 ar Ie -.. JnXx P, 


les variables 1 provenant des x’ par une substitution cano- 
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nique (associée à un tableau canonique) 


ANT. .. ESA Pa APP 2 MA Ass Àn] 
ou 
Di ii 


Le calcul est immédiat; en ayant égard à l’associativité des pro- 
duits, le système précédent, qui doit être vérifié quels que soient 
les y, est équivalent à 


(3) ENT PCR AR EE UN LE 


Appelons a? les termes de À supposés connus et x} les termes 
de P à déterminer. L'égalité précédente se traduit par un système 
de n? équations en « et À, qu’on peut grouper en n systèmes 
de n, obtenus respectivement en égalant les termes d’une même 
colonne dans le 1° et le 2° membre (les produits étant effec- 
tués) : 


Ï 2 n « à 
| lajai+a/al+...+a;ai= a! EAN MO RAT ON 
Le 29 TS une 2 : 
br) à PalatbLaai +... ta ah; id. 
9 
Mhajatsafat+../+aint =); id 


Considérons, par exemple, le premier système; 1l peut être 
envisagé comme formé d'équations homogènes en 4; (termes de la 
première colonne de P). Son déterminant qui est alors une fonc- 


tion de À, 
al— À ai Th ie 
ai D AU te 


Il 4 TL 
FE a? . dt— 


doit être nul. On raisonnerait de même pour le 2°, 3°, etc. 
système, en remplaçant seulement dans le déterminant À, par de, 
À3, .... Donc les À doivent être racines de léquation de 
degré n, connue sous le nom d’éguation en À de À, qu'on peut 


LA 


écrire, sous forme abrégée, 
DE CEST) c: 


Cette équation ne saurait avoir de racine nulle, puisque A(A) 
n’est pas nul. Nous supposerons qu’elle n'a pas de racines mul- 
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tiples (!); rangeons alors ses racines dans un ordre déterminé, 
soit À, À2, -.., ÀÂn. L'une quelconque À; annule le détermi- 
nant(4), mais n’annule pas tous ses mineurs, sinon elle annulerait 
la dérivée de f(}) (somme des mineurs principaux). Donc, en 


transportant cette valeur dans le A" système (3 bis), on trouve 


k 


n C'est-à-dire pour les 


un système de valeurs pour a, af, ..., « 
termes de la Æ%* colonne de P, défini à un facteur près de pro- 
portionnalité. Le tableau P lui-même n’est donc défini qu’à un 
produit près à droite par un tableau canonique. Pour résoudre 
complètement le problème proposé et passer de légalité (3) à la 
forme voulue pour À, il suffit de montrer A(P) = 0. S’il n’en était 
pas ainsi, a}, a, ..., a, vérilieraient, quel que soit i, une même 


relation 


Us Xi + Uo Ass t .—+ Un An — O, 


où nous pouvons supposer par exemple w, <0. Mais alors, en 
remplaçant dans chaque système (3 bis) la dernière égalité par la 
précédente relation, on en conclurait que les 7» nombres distincts 


À, À) <.., À Vérifieraient la relation 
Li] 
a} RATER A 1 
00 
2 11 D 1 
An ei. er ent À dn-1 
U: U) AC: Un: Un 


ce qui est absurde, cette relation étant de degré 7 — 1 en À et non 
identiquement nulle. On peut donc énoncer le résultat : 

Se l’équation en À de À n'a pas de racine muluiple, on peut 
mettre À sous la forme 


ÂÀ = P D [Aus he, . en A X Pers 


À, À, ..., À sont les racines de l’équation en X, et, leur ordre 
étant choisi, P est déterminé à un produit près à droite par un 
tableau canonique. Les rapports des termes de la kième colonne 
sont des fonctions rationnelles de À4 et des termes de A. On verra 


(1) Pour la discussion du cas général, je renvoie au 7raité de M. Jordan ou à 
un Mémoire de H. Poincaré (Journal de l’École Polytechnique, 1881) ou encore 
à l’article de MM. Meyer et Drach sur les invariants (Æncyclopedie, t.1, vol. IT). 





| 


A e a  n RR RTE fete em pm mo 
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aisément ce que deviennent ces résultats pour la théorie des substi- 
tutions et le problème primitivement posé. 

La condition du théorème n’est évidemment pas nécessaire et 
certains tableaux peuvent être mis sous la forme précédente sans 
que leur équation en À ait des racines distinctes. Mais le début 
du raisonnement est toujours applicable, les nombres À4 sont 
encore des racines de l’équation en à, et les termes de la colonne 
correspondante de P sont donnés, avec plus ou moins d’indéter- 
mination, par un des systèmes (3 bis). Dans tous les cas on peut 
affirmer que : À4 s'exprime rationnellement en fonction des 
termes af de la kiè"e cotonne de P et des termes de À. Chaque 
fois qu'un tableau sera mis sous la forme précédente, nous dirons 
que [ A4, À, ..., À] est son tableau canonique et P son opéra- 
teur. Le tableau canonique est toujours déterminé, l'opérateur 
est plus ou moins indéterminé (1); il l’est même complètement si 
tous les À sont égaux. On à, en effet, quel que soit P, 


[A] — P x LA, 1 ul X Fair 


Nous sommes maintenant en mesure de rechercher des ensembles 
abéliens. Il suffit de généraliser la propriété énoncée pour les 
tableaux canoniques : st un ensemble abélien de tableaux ren- 
ferme un tableau À dont l'équation en À est à racines dis- 
tinctes (tableau canonique à termes distincts), tous les autres 
tableaux de l’ensemble ont méme opérateur que A. 

Soit, en effet, X un tableau de l’ensemble, on doit avoir 


AX — XA ou A = XAXU, 


Mais si À a pour tableau canonique E et pour opérateur P, on peut 
écrire l’égalité précédente 


A — XPEP-1X-1— (XP) x E x (XP)-1, 


ce qui montre que XP est un opérateur de À, il ne peut différer 





(!) Cette indétermination peut encore se traduire par un produit près à droite 
par un tableau S, ce tableau étant le plus général avec lequel le tableau cano- 
nique E soit permutable. On peut, en effet, écrire alors : 


PÉP=SL= PS RSS PSE CPS 
car 
SES RSS ER, 
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de P que par le produit à droite par un tableau canonique EF’. 


Donc 
XP — PE’ ou X = PE 


Un tel ensemble peut notamment contenir tous les systèmes simples 
(opérateur quelconque); les opérations sur ses tableaux se réduisent 
à celles sur leurs tableaux canoniques. La condition imposée dans 
le théorème est peu restrictive, elle conduit à une catégorie assez 
générale d’ensembles abéliens, qui nous suffira par la suite. 


Formes décomposables et équivalence. 


Toutes les définitions et propriétés énoncées jusqu'ici s’ap- 
pliquent indifféremment aux tableaux à termes quelconques. Nous 
aurons surtout à nous occuper des tableaux, tels qu’à toute 
colonne formée de termes imaginaires corresponde une colonne 
formée des termes imaginaires conjugués ; nous les appellerons 
semti-réels. Nous désignerons par r le nombre de colonnes réelles 
et par s le nombre de couples de colonnes imaginaires conjuguées 
(r+2s—n,r ous pouvant êlre nul). 

On peut, en particulier, toujours mettre sous cette forme l’opé- 
rateur d’un tableau à termes réels; les colonnes réelles corres- 
pondant aux racines réelles de l'équation en À, les couples de 
colonnes imaginaires conjuguées aux couples de racines imagi- 
naires conjuguées. Un tel opérateur P est encore défini, à un 
produit près, à droite par un tableau canonique E, mais E doit 
comprendre 7 termes réels et s couples de termes imaginaires con- 
jugués, le rang de ces termes étant le même que celui des colonnes 
imaginaires de P. Pour abréger, nous dirons que le produit à droite 
d’un tableau P par un tableau canonique E qui lui correspond 
ainsi est une dilalation. | 

Les formes linéaires du système associé à un tableau semi-réel 


, . ’ LA a . . . 
À se répartissent en r réels, &,, 6, ..., ets couples imaginaires 
CONJUSUÉS, Ni, Mis 25 Nos ee) Nss Ne Leur produit 
=Nn 
P(x1, T9, >» ... Tn) =] | (ai Li + A LT: +. e. + GE 
== d : 


est une forme homogène de degré n, décomposable, à coefficients 
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réels. Nous dirons encore que ® est associée à À; mais récipro- 
quement, si l’on se donne une telle forme ®, les formes linéaires 
dont elle est le produit n'étant définies respectivement qu’à des 
facteurs près (réels pour les £;, imaginaires conjugués pour les r;, 
ñ;), le tableau semi-réel, auquel ® est associée, n'est défini 
qu'à une dilatation près de déterminant 1. 

On peut encore associer à A la foncuion 


RES RUE EN = (AE, mjln;l), 


f étant une fonction homogène de r +s variables et À;, u; des 
paramètres positifs. L’un des avantages (!) d’une telle fonction, 
comme nous le verrons par la suite, est que le tableau auquel elle 
est associée n’est défini qu'à une dilatation près. C’est Hermite 
(Journal de Crelle, t. XLT) qui, le premier, utilisa une telle 
fonction ; il prenait pour f une somme de carrés et F était par suite 
une forme quadratique définie 


i=n 1=S 
FOR; ., Th) =dMIEr+Ù mining. 
i—1 J=1 


De même que pour le système de formes, la forme décomposable 


‘ou la fonction d'Hermite associée au tableau À << B se déduit par 


la substitution A de la forme ou de la fonction associée à B. Par 
suite, au point de vue de l'étude arithmétique des formes décom- 
posables, 1] peut y avoir intérêt à considérer les substitutions È qui 
remplacent tout système de nombres entiers pour les æ par un 
système de nombres entiers pour les £ et réciproquement. Pour 


(1) Pour plus de détails sur l'utilité de cette fonction, voir le Chapitre IV. A 
un autre point de vue, on pourrait encore associer à À la forme bilinéaire 


L 
Eaï x; Ve 


qui devient une forme quadratique si, A étant symétrique, on fait æ,= y. Si A 
est symétrique gauche d’ordre pair, on peut lui associer de même un complexe 
linéaire de droites. Pour ces différents cas, il y aurait lieu de définir le tableau 
symétrique S, d’un tableau S (déduit par changement de lignes en colonnes). 
L'effet d’une substitution linéaire S est alors de remplacer A par SAS,. Je renvoie 
pour ce sujet aux Traités sur les invariants, par exemple l'Encyclopédie, t. I, 
vol. II, article de Meyer et Drach. 
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cela, 1l faut et il suffit (!) que et Z7! soient à termes entiers, ou 
encore que E soit à termes entiers et A(E) égal à Æ1. 

Un tel tableau est dit unëmodulaire, et plus particulièrement 
modulaire si A(È) = +1. D’après ce que nous venons de dire, 
l'inverse d’un tableau unimodulaire est encore unimodulaire; il 
en est encore de même du produit de plusieurs tableaux unimo- 
dulaires. 

Deux tableaux A et B sont dits équivalents si À est le produit 
à gauche de B par un tableau unimodulaire 


A=EXxB,  A(S)=+i 


(on dit proprement équivalent si È est modulaire); cette notion 
d'équivalence (?) est en somme transportée de la théorie des formes : 
suivant une locution déjà ancienne (elle remonte à Gauss, pour les 
formes binaires quadratiques) les formes décomposables associées 
à À et B sont dites arithmétiquement équivalentes; elles en- 
sendrent, à l’ordre près, les mêmes ensembles de valeurs quand on 
remplace les variables par tous les systèmes de x entiers. C’est 
Hermite qui, dans son célèbre Mémoire sur la transformation des 
fonctions abéliennes, étendit la notion aux tableaux et aux substi- 
tutions; nous en trouverons d’autres raisons d’être aux Chapitres 
suivants. 

L’équivalence est réciproque, À —XB entraine en effet B— 27! A 
et 27! est également unimodulaire. En outre, deux tableaux équi- 
valents à un troisième sont équivalents entre eux; car 


} 
C 


I 
LA 


> À 
"A 


entraîne Par riC: 


I 
LA 


(1) Il suffit évidemment que Y et 2-1 soient à termes entiers, on constate que 
cela est nécessaire en considérant les systèmes d’entiers 


(Z, 000 TR 07 TO 0e 


D'autre part A(Z)et devant être entiers, il faut A(Z)—=Ææ#1, mais alors, 


I 
A(E) 
d’après la formation des termes de Z-!, on voit qu'ils sont entiers si ceux de ZX 
le sont. 

(*) Pour la notion d'équivalence, il y a la même ambiguïté que pour la défini- 
tion du produit et l'association d’un système de formes à un tableau. Dans le 
Mémoire d'Hermite, la multiplication par Y est à droite; pour d’autres points de 
vue (formes bilinéaires, recherches de M. Jordan), on peut envisager le produit 
par des tableaux unimodulaires, simultanément à droite et à gauche ZA X. 
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L'ensemble des tableaux équivalents à un tableau donné, est dit, 
toujours suivant une locution de la théorie des formes, un système 
de tableaux, deux éléments de ce système sont équivalents; ou, 
encore, 1l peut être engendré à partir de l’un quelconque de ses 
éléments. On dit que ce système est une classe, si l’on se borne à 
l’équivalence propre. 


Langage géométrique. 


Pour simplifier, ou pour illustrer certains énoncés ou démonstra- 
tons, il peut être commode d'employer un langage géométrique. 
On dit alors qu'un système de 7 nombres réels p,, Ps, ..., Pn 
représente un point P de l’espace à n dimensions (!); les nombres 
sont les coordonnées du point. Nous étendrons aussi ce langage, 
au cas où parmi les nombres p;, r seulement sont réels, et 2 s ima- 
ginaires conjugués deux à deux. À l'instar des tableaux, nous 
dirons que l’espace est alors semi-réel. 

Nous pourrions interpréter une substitution linéaire, soit comme 
une correspondance entre points d’un même espace, soit, el c’est 
toujours à ce dernier point de vue que nous nous placerons, comme 
un changement de coordonnées, sans changement d’origine. D'une 
facon précise, étant donné un point P(P,, Pa, :.., Pn) et un 
tableau T, nous appellerons coordonnées relatives de r par 
rapport à T, les nombres +,, æ>, ..., Ta définis par 


eV 





RD 00, Da NT Te... | Tan | 


les nombres p, auxquels nous attacherons plus d'importance, seront 
dits, par opposilion, coordonnées absolues. On peut faire à ce 
sujet plusieurs remarques : d’abord l’origine, c’est-à-dire le point 
(0, 0, ..., o), conserve les mêmes coordonnées ; ensuite les lignes 
de T sont formées par les coordonnées absolues des points dont 
les coordonnées relatives sont respectivement 


HO, RC LEE 0 Dh un... (O0: Qui} 


(:) Ce langage est très courant en analyse et théorie des ensembles et des fonc- 
tions. Pour les mêmes raisons que pour les tableaux, il m’a paru utile de fixer 
ici les notations employées dans la suite de ces leçons. Je signale qu’on peut envi- 
sager aussi D,, Ps, -.., P, Comme les coordonnées homogènes d’un point d’un 
espace à » —1 dimensions ou encore comme les projections d’un vecteur libre. 
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En se plaçant, par exemple, dans le cas de trois dimensions et en 
supposant l’espace réel ainsi que les termes de T, ces points sont 
sur les nouveaux axes de coordonnées. Pour avoir un véritable 
changement de coordonnées, au sens habituel du mot, il faudrait 
qu'ils fussent à distance 1 de l'origine. S'il n’en est pas ainsi, on 
peut considérer que le changement de coordonnées a été combiné 
avec le choix d’une unité de longueur particulière sur chaque axe. 
infin une dernière remarque essentielle : si l'espace est semi-réel, 
en prenant pour T un tableau de r colonnes réelles et 2 s imagi- 
naires conjuguées, rangées dans le même ordre que les coordonnées 
absolues, chaque point aura par rapport à T des coordonnées rela- 
tives réelles. On pourra, en particulier, choisir T de façon que 
ces coordonnées relatives soient formées des coordonnées réelles 
et des parties réelles et imaginaires des autres. Ainsi 


I O O 
| Ps Po+ipo Pa—ipe | =||D1 Ps PaX|o 1: 
0 1 


En adoptant une définition de la théorie des vecteurs, nous appel- 
lerons somme el différence de deux points (p,,..…., Pa), (4, -.., Qn) 
les points (pi +q4, -.., Pan +qn), (Pi — Qi +. Pn— In). Gest 
une notion invariante pour les changements de coordonnées envi- 
sagés; on voit, pour cetle invariance, la nécessité de ne point 
changer d’origine. 

Enfin, en étendant la notion d’équation de plan et d'équations 
de droite de l’espace à trois dimensions, nous appellerons sous- 
espace linéaire de dimension m,(m < n) l’ensemble des points 
vérifiant les ñ — m équations 


1 2 It . 
U; PF US Pa. EU; Pn= Vi (D= 1,2, CRE 


les premiers membres sont des formes linéaires indépendantes, en 
outre les coefficients des coordonnées imaginaires conjuguées sont 
aussi imaginaires conjugués ; nous continuerons d'appeler droite (!) 
un sous-espace de dimension 1. La définition des sous-espaces est 
indépendante des coordonnées choisies, absolues ou relatives; en 





(°) M. Minkowski appelle également plan un sous-espace linéaire de dimen- 
SION 7 — 1. 
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passant d’un système à l’autre, les coefficients des équations se 
transforment par une substitution liée (!) simplement à T. La 
solution générale des équations dépend de 77 paramètres arbitraires 
et s'exprime au moyen d’une solution particulière quelconque 
(Si, Go, ..., &,) et de m solutions des équations sans deuxièmes 
membres quelconques, mais zndépendantes, c’est-à-dire telles que 
la matrice qu’elles forment 


1 - n 
1 ai arte ea 
M = | . sh 
! 2 n 
Lynn Lin ++. An | 


de type (m, n), soit de rang m. Les solutions sont alors 
Pa = or m0 Ce uw, [+ {| ra re ru X M. 


Les nombres r sont des indéterminées réelles (?), en outre chaque 
solution n’est ainsi exprimée qu'une fois, de sorte que l’on peut 
appeler les 7, coordonnées du point dans le sous-espace, rela- 
tives à l’origine (wi, we, ..., Ga) et à la matrice M; les 7 sont 
réciproquement des fonctions linéaires et homogènes de m diffé- 
rences p;—w; convenablement choisies (correspondant à un 
mineur non nul de M). 

Dans le cas où le sous-espace passe par l’origine, on peut sup- 


poser 
TE Un == O 


et M que nous appellerons matrice du sous-espace (*?) est formé 
par 7% points du sous-espace. On peut traduire le fait que M estde 
rang 77 en disant que les » points n'appartiennent pas à un sous- 
espace de rang inférieur (s’il en était ainsi, 1ls vérifieraient en effet 
plus de 7 -- m relations et le rang de leur matrice serait inférieur 


(:) C’est la substitution associée à (T,)-' (voir une précédente Note); on la 
désigne, dans la théorie des invariants, sous le nom de substitution contravariante 
LT ne 

(2?) Cette condition de réalité résulte de ce que l’espace est semi-réel; aux co- 
lonnes réelles de la matrice doivent correspondre des p réels, aux colonnes ima- 
ginaires conjuguées des p imaginaires conjugués. En rapprochant ceci d’une 
remarque précédente, on voit que la notion d’espace semi-réel n’est en somme 
qu’une représentation non entièrement réelle d’un espace réel. 

(5) Dans le cas général, M serait, en quelque sorte, formé par m directions 
indépendantes du sous-espace. 
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4 


à m. La donnée des équations peut être remplacée par celle 
d’un tel système de m points; il y a en outre une assez grande 
latitude dans ce choix, et l’on peut, en particulier, choisir ces m 
points dans un ensemble donné à& priori dont les points appar- 
tiennent au sous-espace, mais n'appartiennent pas à un sous-espace 
de dimension moindre. On choisira pour cela un premier point 4, de 
l’ensemble, différent de o; ensuite un deuxième point de l’en- 
semble 4, non situé dans le sous-espace à une dimension défini 
par © et A,; ensuite un point 43, non situé dans le sous-espace à 
deux dimensions défini par 0, 44, 42: .... Pour passer d’un tel 
système de 7» points à un système de 7 — m équations, qui sont 
alors homogènes, 1l suffit de prendre pour coefficients de ces équa- 
uons À» — m solutions indépendantes du système 


diVit+ di Fat... + AhYÿn=0 (TEE, 2; 


al,..., a!, étant les coordonnées de 4; 

Considérons encore le cas d’une droite quelconque. Il suffit 
alors de se donner deux points distincts A(a,, a:, ..., ar) et 
B(0,, D», ..., b,) (coordonnées absolues ou relatives); un point 
quelconque m de la droite a alors pour coordonnées (absolues ou 
relatives) 

4 I +6 I+ 
t étant une variable réelle. On voit que, { variant continûment 
de o à æ, le point m se déplace de À à 8, sans aller à l'infini. Pour 
cette raison, nous dirons que les points correspondants à ces 
valeurs de £ forment le segment (!) as. 


Distance généralisée. 


En étendant à l’espace réel à » dimensions des résultats obtenus 
géométriquement pour l’espace à trois, on peut encore appeler 
distance de deux points l'expression 


191 


[ (æ1 — Di)? + (ao — Ba)? +. LAÈTTÉ (an — Ba)?] , 


(*) M. Minkowski étend cette définition au cas des sous-espaces quelconques, 
on obtient alors ce qu'il appelle des cellules. 


D 
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ou plus généralement, en ne supposant pas les axes rectangulaires 


[EF Ca: — 8), 


F étant une forme quadratique définie positive. Mais il n’est pas 
toujours nécessaire d'employer cette fonction précise et notamment 
pour les questions de voisinage, on peut utiliser une fonction des 
différences des coordonnées simplement assujettie à devenir infi- 
niment petite en même temps que ces différences. Pour se rappro- 
cher plus de la notion de distance géométrique, on peut en outre 
s'imposer que cette fonction soitindépendante de l’ordre des points, 
s’additionne pour des segments placés bout à bout sur une même 
droite et enfin conserve la droite comme plus court chemin. 

On est ainsi conduit aux conditions énoncées (1) par M. Min- 
kowski dans sa Geometrie der Zahlen et que je cite, d’après lui, 
avec quelques restrictions afin de comprendre le cas d’un espace 
semi-réel : on appelle distance généralisée de deux points 4, 8, 
une fonction des différences des coordonnées des points 


S(AB) = f(ai— f:), 


cette fonction étant réelle, définie pour deux points quelconques 
de l’espace considéré et telle que 


HKur)20; 
G) APE entraînant Li 0: 
FE FOu)= AI f(ui) (à réel), 
LS) JCui+ v:)S Jui) + (vi). 


La condition (2) entraine immédiatement l'égalité (?) 


S(AB) + S(BC) — S(AC) 


(8 sur le segment AC); 


(1) Les définitions et énoncés de la fin de ce Chapitre sont empruntées, bien 
entendu, à la Geometrie der Zahlen ou aux Diophantische Approximationen. 

(?) Je ne me suis pas cru tenu de traduire rigoureusement l’expression de 
M. Minkowski : Strähldistanz. De même, les conditions données par lui sont 
moins restrictives en général; il distingue notamment la Strähldistanz, les 
Strähldistanz einhellig, wechselseitig, ou les deux, suivant qu’elle vérifie les 
propriétés (1— 2 pour => 0); (1—2 pour À 0—3);(1—2); (1—2—3). 


CG 2 
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en effet les coordonnées de 4, c, 8 étant respectivement 


Aj + ÊYi 
Ajy nr) ERP 1,740; 


on a, d’après (2) appliquée au cas À > 0, 





] 


S(a) = (AE au) : JCYi— a), 





I+é 1 + É 
dy + LYz I 
S (BC) = fr Hu) ÉTAS AE x), 


S(AB) + S(Bc) = f(yi— %i) = S(AC); 





la même condition (2), où l’on fait À ——1, entraine 
SUAN) = SEA) 
Enfin la condition (3) peut s’écrire 
S(AB) + S(BC) 2 S(ACŸ, 


sous cette forme, c’est l'inégalité connue entre les trois côtés d’un 
triangle qui entraîne la propriété du plus court chemin. 

Si l’on fait un changement de coordonnées, la fonction f devient 
une fonction © des différences £; des coordonnées relatives; les w 
étant des fonctions linéaires et homogènes des &, © vérifie les 
mêmes conditions que f; celte remarque permet de supposer, 
dans les applications de la distance généralisée, sinon l’espace 
réel, au moins les coordonnées de chaque point toutes réelles. 

Appliquons notamment ceci à la continuité de f. On a, en sup- 
posant les w réels, la suite d’inégalités 


FU, Us, ..., Un) £ F(U,,0,,42, 0) + f (0, Ua, 090) EAN 


K étant un nombre supérieur à tous les nombres f(1, 0, ..., 0), 
fo, 1, ..., 0),..5 J (05052. ,2r).aGecièmontre PIERRE 
obtenir (‘) une hmitation supérieure donnée de f en limitant conve- 
nablement les|u|. Siles u n'étaient que des coordonnées relatives, 
leur limitation supérieure pourrait être obtenue en limitant con- 
venablementles coordonnées absolues. La réciproque est également 


(!) On compare en somme la distance généralisée de À à B à la somme des 
distances des segments du contour des coordonnées de A à B. 
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exacte, on peut obtenir une limitation supérieure donnée des |w| 
par une limitation convenable de f. En effet, considérons les 
valeurs de w telles que [u;P + [us +...+lu; = 1, ces valeurs 
sont des fonctions continues de n — 1 variables; f est une fonc- 
Lion continue, définie et positive des mêmes variables, elle à un 
minimum g qu'elle atteint et qui, par conséquent, n’est pas nul. 
Mais alors il suffit de prendre f inférieur à ge pour pouvoir affirmer 
que les [uw] ne dépassent pas e. Car s’il n’en était pas ainsi, le 
nombre p tel que 
[ui P+luf+...+lurf = p? 

serait supérieur ou égal à €; mais d’après ce qui a été dit, f (2) 
devrait être au moins égal à g, donc f(u;) au moins égal à og et a 


fortiori à eg,ce quiest absurde. On peut encore traduire ces deux 
propriétés en disant que : Étant données deux distances généra- 
lisées, toute limite supérieure pour l’une entraine une limite 
supérieure pour l’autre, et réciproquement. 


Exemples de distances. — Nous avons obtenu les conditions (5) 
en traduisant algébriquement certaines propriétés de la distance 
géométrique. L'expression analytique de cette distance vérifie 
évidemment ces conditions (5); il en est de même de son exten- 
sion immédiate à l’espace semi-réel général 


€ 


Ju) =(|u + |ul+...)?, 


Le 


la somme étant seulement étendue aux valeurs absolues des coor- 
données. Les deux premières propriétés sont immédiates, on 
vérifiera la troisième en élevant au carré les deux membres de 
l’inégalité et effectuant les réductions. On a un autre exemple de 
distance en prenant S(as) égal au maximum des valeurs absolues 
des différences de coordonnées 


Léush= maximumider(|u; lus l;..): 


ici encore la vérification est immédiate et résulte de la propriété 
bien connue de la valeur absolue d’une somme. Cette distance 
est appelée spanne (!) par Minkowski et distance réduite par 


(1) La traduction littérale du mot allemand serait empan ou longueur de la 
main ouverte du pouce à l’index. 
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J. Tannery. Citons encore l'écart (!) de M. Jordan, somme des 
valeurs absolues des différences des coordonnées 


FCPI CHE TA 


En partant de ces exemples, on peut obtenir d’autres distances 
généralisées. Remarquons que, pour chacun d’eux, la distance est 
seulement fonction des valeurs absolues des différences des coor- 
données 


Jui) = (6, [ns 


Es, Eos ..., &r étant les différences réelles et n,, 1, ..., ns, ns less 
couples de différences imaginaires conjuguées. D'une part, rempla- 
cons |&;|et|n;| par A6, w;ln;l, les À et les x étant r+s con- 
stantes positives données. D'autre part, faisons un changement de 
coordonnées 


Ils AG at I ÉNPERT EPERETr, CI RAS A(A)Zo, 


À étant choisi de façon que les x soient réels. En considérant 
dans © les £ et les n comme des formes linéaires des +, on obtient 
ainsi une fonction de » variables réelles 


(6) Ft, do, ..., Œn) = (Xl, &ln;l 
= (Ab, [pynsD 


qui vérifie encore les conditions imposées. Elle est réelle, positive 
et définie pour tout système de valeurs des æ, car à ce système 
correspond dans f des valeurs des u, 


hibs ces Àeêr Bai Pants ces Hsns Hsnss 
qui appartiennent bien à l’espace considéré. D'autre part, f ne peut 
s’annuler que si toutes les valeurs précédentes et, par suite, les x 
sont nuls [puisque A(A) Z 0]; lhomogénéité et le degré se con- 
servent évidemment. Enfin, si l’on remplace x; par x; + me on 


(2?) Ces deux exemples pourraient être considérés comme des cas particuliérs 
de 


1 
fu) =[sluf]e, 


le premier pour w infini, le deuxième pour w = 1. L'expression générale est aussi 
une distance généralisée pour w => 1, mais la vérification en est plus malaisée. 
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remplace par ce fait À;6; par A;(E:+ E) et Un) Ljn; par (n;+ ni), 
Li(ñ; + n;) et, par conséquent, dans f, u; par u;+ u;; la troisième 
condilion est aussi vérifiée. Nous avons déjà signalé l'avantage 
qu'il pouvait y avoir à associer à un tableau une fonction de la 
forme (6), nous verrons plus tard pourquoi lui imposer les condi- 
tions (5). Pour le premier exemple, cette fonction devient la racine 
carrée de la forme quadratique d’Hermite 


1 
(6 bis) Fa, da, -@n) = [274 Sunin, |"; 


nous utiliserons, de préférence, le deuxième exemple que nous 
appellerons la spanne à r + s paramètres, ou plus simplement la 
spanne, quand 1l n’y aura pas ambiguïté 


(6 (er) F(Ti, de, ..., 2h) = maximum (X;|é;|, u;[n;l). 


Corps caractéristique. — En se plaçant pour fixer les idées 
dans l’espace réel à trois dimensions, la distance généralisée est, 
pour des segments parallèles entre eux, proportionnelle à leur 
longueur. L'adoption de cette distance revient donc à choisir pour 
chaque direction de droite, une unité de longueur particulière ('); 
de sorte que, pour caractériser une distance déterminée, on peut 
mener, par l’origine, des segments ou égaux à l’unité de longueur 
pour leur direction. Le lieu de ces segments forme un corps ou 
volume et le lieu des points M, qui sont à une distance 1 de o, la 
surface frontière de ce corps; nous les appellerons, suivant 
M. Minkowski, corps et surface caractéristique de la distance 
envisagée. Leur définition s'étend sans difficulté à l’espace à 
n dimensions même semi-réel, ce sont respectivementles ensembles 
de points mu tels que 


S(oM)£1 et S(0oM) =1. 


D'après les propriétés de continuité de S, le premier de ces 
ensembles est un domaine, en ce sens que si un point 4 en fait 
partie, égalité exclue, tout point infiniment voisin de 4 (différences 
des coordonnées inférieures, en valeur absolue, à < suffisamment 
_petit) est encore intérieur au sens étroil; ceci en raison de la 


(1) On pourrait comparer ceci aux corps cristallisés où les propriétés sont 
variables avec les directions. 
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continuité de la distance généralisée; en outre, t/ est borné, une 
limitation de S(om) entraînant une limitation de la spanne. La 
surface caractéristique est la frontière du corps (!), car c'est l’en- 
semble des points limites à la fois pour l’ensemble et pour l'ensemble. 
complémentaire. 

Pour trouver ces premiers résultats, nous n'avons utilisé que la 
première propriété (3) et la continuité de f. On peut aussi traduire 
en propriétés géométriques du corps caractéristique les deux der- 
nières conditions. La deuxième condition pour À=—1 peut 
s’énoncer en disant que le corps et la surface sont symétriques 
par rapport à l’origine, c'est-à-dire renferment à la fois 
(Li, Los ee, Dan) Et (— Di, — Lo, > — Æn). EUHDAIESSCONRE 
tions (2) pour À > o et(3) entraînent ce fait que si deux points 4,8 
sont dans le corps, tout point du segment 48 est dans le corps et 
même, au sens étroit, si l’un des points est intérieur au sens 
étroit (2). C’est ce qui résulte de l’inégalité (pour t > 0) 








adj + CO; I t 
(ET) a) + TE 

M. Minkowski exprime ce fait en disant que le corps est nulle 
part concave (il réserve le mot convexe pour le cas plus spécial 
où aucun segment de droite n’est situé sur la surface). Le segment 
AB étant un cas particulier d'un chemin continu, le corps est d’un 
seul tenant et simplement connexe. Comme exemples de corps 
caractéristiques dans l’espace à trois dimensions, citons : Ja 
sphère pour la distance ordinaire, le parallélipipède pour la 
spanne (|x|, |y|, |[:|)£r et l’océaèdre pour l'écart. En suppo- 
sant que cet espace provient par changement de coordonnées 
de l’espace semi-réel (x, y + is, y — is), on trouve pour corps 
caractéristiques : encore la sphère, un cylindre circulaire 





ou elliptique limité à deux bases, LE Vy?+ 22) Er, et deux 
cônes ayant leurs sommets sur ox et une même base dans le plan 
des 47,0 


(1) Voir sur ces notions et d’autres analogues de la théorie des ensembles, par 
exemple le Cours d'Analyse de M. Jordan. 

(?) Cette propriété est susceptible d’une réciproque facile à établir et qu’il ne 
m'a pas paru utile de développer ici. 
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Enfin, le corps caractéristique peut être défini, ainsi que dans 
l’espace à trois dimensions, comme un lieu de segments. En con- 
sidérant par exemple tous les points À dont la vraie distance 
à o est 1 et pour chacun de ces points le point 5, | 

I 
B = PA, “USE 
le point 8 est sur la surface caractéristique et le segment o8 inté- 
rieur au Corps. Réciproquement, on constate, sans peine, que tout 
point intérieur au corps appartient à un tel segment et à un seul. 
Cette remarque conduit à l'existence du volume du corps caracté- 
ristique. On appelle ainsi (voir Jordan) l'intégrale, si elle existe, 


.… 1... dxn. étendue à l’ensemble des points du corps. 
HET. dEn, Clendued@ l'en ble d ts du corps 


ans le cas où certains des æ seraient imaginaires, on ramène au 
Dans | t d t g 

cas réel par un changement de variables fait en appliquant la règle 
habituelle. Ceci fait, un nouveau changement de variables ramèn 
habituelle. Ceci fait, hang td bl e 


A 4 r I . . 
à l'intégrale r — 1-uple fred dont l’existence est manifeste, 


p étant continu; ds représente l’élément d’aire de la sphère 
DIRE TE = 1. 


Nous avons défini le corps caractéristique à partir de l’origine 
et du nombre 1 ; on peut de même définir un corps Fx(a) à partir 
d'un point quelconque 4, (4, &, ..., 4»), et d’une constante 
positive À. Nous appellerons ainsi l’ensemble des points m tels 


que 
S(AM)£Z. 


On le déduit du corps caractéristique par une translation et une 
homothétie, c’est-à-dire que si (x,,æ», ..., æ,) est un point quel- 
conque du corps caractéristique, tous les points du nouveau corps 
sont donnés par 


+ Ai, Lo + À To, AGAE An + KTn. 


Si J est le volume du corps caractéristique l, (0), le volume de F;(4) 
est (en faisant dans l'intégrale le changement de variables) #J, 
Si l’on envisage un nombre fini de corps F, ils forment un domaine 
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(non nécessairement d’un seul tenant) encore mesurable et dont 
le volume est égal à la somme des volumes, si les corps n’ont pas de 
points communs, et lui est au plus égal dans le cas contraire. Avant 
de quitter cette question des volumes, remarquons que, même 
dans le cas de l’espace semi-réel, si un domaine est contenu dans 
un autre (au sens ordinaire), son volume lui est au plus égal, 
ceci parce que chaque élément des intégrales est essentiellement 
posilif. 


—L00 


_oté 
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THÉORIE DES MODULES DE POINTS. 


Dans la définition générale d’un groupe on envisage des élé- 
ments assujettis à un mode de composition associative (et commu- 
tative pour les groupes abéliens). On pourrait donc appliquer 
cette définition à des ensembles de nombres, en prenant comme 
mode de composition l'addition. On réserve habituellement le mot 
groupe de nombres pour le cas où ce mode de composition est la 
multiplication et, suivant une locution de M. Dedekind, on 
désigne par module un ensemble de nombres qui comprend la 
somme et la différence de deux quelconques d’entre eux. L'origine 
de cette dénomination est que l’ensemble des multiples d’un 
entier, ou même d’un nombre quelconque «&, qui sont appelés par 
Gauss congrus, module a, forment un module au sens précédem- 
ment indiqué. Il est commode, ainsi qu’on le verra par la suite, de 
transporter cette notion de module aux points d’un espace à n di- 
mensions, c’est-à-dire à des systèmes de 7 nombres. On suit en 
cela l’exemple de M. Minkowski, qui a utilisé les systèmes de 
points ayant pour coordonnées des nombres entiers (Zahlengitler 
ou grille de nombres) et de H. Poincaré qui a étudié l’arithmé- 
tique des réseaux de points dans le plan (Journ. Éc. Polyt., 1880). 


Dimension d’un module. 


Nous appellerons donc module de points, dans un espace de 
dimension » réel ou semi-réel, un ensemble de points tel que la 
somme et la différence de deux d’entre eux appartiennent encore à 
l'ensemble. Un module comprend donc nécessairement l’origine 
(point à coordonnées toutes nulles), suivant une remarque déjà 
faite, sa définition est indépendante du système de coordonnées, 
absolues ou relatives. 
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La notion d’isomorphisme, qu’on définit pour des groupes 
abstraits quelconques, s’étend par conséquent aux modules; 
rappelons la définition appliquée à ce cas particulier : un module 
de points 4 est dit ésomorphe à un module de points w%, si l’on 
peut établir entre leurs éléments une correspondance telle que (!): 


1° À tout point de 15 corresponde un et un seul point de ; 

2° À tout point de À corresponde au moins un point de 1; 

3° À la somme et à la différence de deux points de 15 corres- 
pondent la somme et la différence des points correspondants de .k. 

L’isomorphisme est dit holoédrique s'il est réciproque, c’est- 
à-dire si V» est aussi isomorphe à 4, ou encore si, à tout point 
de, ne correspond qu’un point de 15; deux modules, isomorphes 
holoédriquement à un troisième, le sont aussi entre eux. Si l’iso- 
morphisme n’est pas réciproque, on le dit mériédrique. Maïs, 
même dans le premier cas, 1l n’y a pas toujours lieu de remplacer 
l'étude. d’un module par celle d’un module isomorphe. Cette 
correspondance peut n'être due qu'à un changement de notations. 
(par exemple un changement de coordonnées), et alors les figures. 
géométriques sont les mêmes, à des déplacements ou des transfor- 
matons simples près. Cependant, de même qu'il y a intérêt à 
considérer un système de deux figures égales, il peut y avoir 
intérêt à différencier des modules isomorphes considérés simulta- 
nément; par exemple, les multiples de 2 ou de 4 sont des modules 
isomorphes, mais, considérés simultanément, ils ont des propriétés. 
différentes. Il peut se faire aussi que la différence soit plus pro- 
fonde; les aspects géométriques étant dissemblables et l'isomor- 
phisme ne traduisant qu’une ressemblance de constitution. 
Quelques exemples simples vont nous permettre d'illustrer ces. 
divers cas et de prévoir les distinctions qu’il ÿ aura à faire par la 
suile. 

Imaginons d’abord, sur une droite, une suite de points 1ilimitée: 
dans les deux sens 


.. À >, AY os ME A», 


a 


la distance de deux points consécutifs étant constante. Prenons. 


(1) Les deux modules n’ont pas le même rôle dans cette définition. L’étymo-— 
Jogie d’isomorphe justifie l’ordre adopté : 4 a une constitution analogue à celle 
de Vo, mais Vb peut être plus complexe que 4. 
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7 
l’un d'eux, O, comme origine, les coordonnées des points sont de 
la forme ka, Æ étant un entier quelconque. Nous avons là un 
exemple de module de points dans un espace à une dimension; 
c'est même l’exemple le plus simple, à part celui formé par la seule 
origine; car, si un module comprend O et A,, il comprend néces- 


satrement À, tel que A,A5—0O A, …… Imaginons cette même 
droite et ces mêmes points dans un plan rapporté à deux axes de 
coordonnées O x, Oy, distincts de la droite; les coordonnées des 
points À sont de la forme (Æa, k5). Nous avons, cette fois, un 
module dans un espace à deux dimensions, il est isomorphe 
holoédriquement au précédent, mais n’en est pas non plus distinct 
au point de vue géométrique. 

Considérons encore dans un plan un quadrillage illimité, ou un 
réseau de parallélogrammes, et rapportons les points de ce qua- 
drillage à l’un d’eux, O, comme origine, et à deux axes Ox, O y. 
Les coordonnées sont de la forme (ua + vu, u$ + ef"), u et v 
étant des entiers quelconques ; les points recouvrent cette fois tout 
le plan (!). Projetons-les sur une droite passant par l’origine, les 
projecuons ont, pour abscisses sur la droite, (up ++vg), elles 
forment un module isomorphe au précédent, même holoédrique- 
ment, si, sur toute parallèle à la direction des projetantes, il n’y à 
au plus qu’un seul point du quadrillage (il suffit pour cela que 
cette direction ait, par rapport à deux droites du quadrillage, un 
coefficient angulaire irrationnel). Mais, cette fois, la contexture 
géométrique des deux modules est très différente : tandis que, 
pour le premier, on peut fixer une limite inférieure à la distance 
de deux points, 1l n'en est plus de même du second, ainsi que 
nous le verrons, d’une facon précise, par la suite. On voit immé- 
diatement comment l’exemple précédent s'étend à l’espace à trois 
dimensions (réseau de parallélipipèdes) et mème à l’espace à 7. 
En projetant ces modules sur des espaces de dimension moindre, 
on obtient toule une première catégorie de modules que nous 
appellerons jints, les seuls que nous étudierons en détail. 

En se reportant aux deux premiers exemples, on est conduit à 
une première distinction entre les modules de points 4 d’un 


(!) Cette figure géométrique est identique aux réseaux de Bravais (voir 
H. PoINcARÉ, loc. cit.). 
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espace de dimension n, réel ou semi-réel, suivant que les points 
de À couvrent tout l’espace, ou, au contraire, appartiennent tous 
à un sous-espace linéaire contenant naturellement l’origine. Nous 
appellerons dimension m du module % la dimension du sous- 
espace de plus petite dimension qui contient tous les points de 
{les coordonnées de ces points vérifient m relations indépen- 
dantes). On peut cousidérer un tel module comme identique 
géométriquement à un module 15 d’un espace à m dimensions. 
D'une facon précise, À est isomorphe holoédriquement à un 
module w, de dimension m dans un espace à m dimensions; il 
suffit de prendre pour 15 l’ensemble des points ayant pour coor- 
données les coordonnées relatives des points de 4 par rapport à 
une matrice quelconque M de type (m,n) et de rang m, du sous- 
espace qui le contient; c’est-à-dire (74, rs, ..., l'm), tels que 


(1) | AMD AN ESS M 1e I Pit To rt I en à 


Ce module 15 est, d’après sa constitution même, isomorphe à 4 
(les relations entre les p et les r étant linéaires, la somme se 
conserve); l’isomorphisme est holoédrique, car un système de 7 ne 
peut évidemment provenir que d’un système de p. Enfin, 18 est de 
dimension ñ — m, sinon les r et, par suite, les p s’exprimeraient 
en fonction de moins de ñ — m indéterminées, et 1l y aurait entre 
les coordonnées des points de & plus de m relations indépen- 
dantes. | 

Nous pouvons supposer que les lignes de la matrice M, qui sert à 
définir 15, sont les coordonnées de points de :L, d’après un raison- 
nement fait au premier Chapitre, pour un ensemble quelconque 
de points. Si, réciproquement, 1l existe une matrice de rang m 
formée avec m points d’un module 4 et pas de matrice de rang 
supérieur, À est de dimension m. Nous dirons que toute matrice 
ainsi formée est une matrice du module; elle devient un tableau 
du module (à déterminant non nul), si la dimension de kb est 
égale à celle de l’espace. 


Modules types. 


Examinons d’abord ce dernier cas, et soit À un tableau du 
module. Les points de l’espace qui ont pour coordonnées relatives, 
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par rapport à À, des nombres entiers appartiennent au module, 
car 1ls sont formés, à partir des points de À, par addition et sous- 
traction (!). En plus, ces points forment à eux seuls un module de 
dimension n, ce qui est évident si l’on considère leurs coordonnées 
relatives par rapport à A. Nous arrivons donc à cette conclusion, 
déjà indiquée à propos de la droite, les modules les plus simples 
de dimension 7, dans un espace à n dimensions, sont formés des 


points (P, Pas -.., Pn) délinis par 
ler ps ... paf=Îlzi ze ... x, | x A (æ; entiers), 


À étant un tableau quelconque ; il appartient d’ailleurs au module 
ainsi formé. On a un résultat analogue pour des modules de 
dimension 77 inférieure à celle de l’espace, il suffit de supposer 
que À est une matrice. D'une façon générale, nous dirons qu’un 
module M de dimension m dans un espace n est type, s’il 
existe une matrice À de type (m, n) et de rang m telle que 
tout point du module soit donné par l'égalité précédente. La 
matrice À sera dite une base du module. 

Il peut se faire que la définition d’un module déterminé ne mette 
pas en évidence immédiatement l'existence d’une base ; il est alors 
utile d’avoir un critérium pour reconnaître & priort si le module 
est type et un procédé, au moins théorique, pour former une base. 
C’est à quoi répondent l’énoncé et la démonstration suivants dont 
les applications ultérieures montreront l'importance (?). 


Taéoreme. — Pour qu'un module dans un espace à n dimen- 
sions soit type, il faut que les inégalités 


(2) FPE Re l'hale 0 Pape 


(:) Dans le plan réel, par exemple, ceci revient à dire que si A et B, non en 
ligne droite avec l’origine, font partie d’un module, le quatrième sommet du 
parallélogramme construit sur OAB et tous les sommets du réseau qu’on en dé- 
duit, font partie du module. 

(2) Il ne suffit pas, en effet, d’avoir un critérium quelconque, mais, autant que 
possible, un critérium qui s'applique à d’autres exemples qu’à ceux qui ont été 
spécialement fabriqués pour en être des applications. Dans le cas présent, c’est 
le théorème qui a été fait en vue des applications; j'y ai été conduit, en effet, par 
la considération de propriétés diverses, dont les démonstrations présentaient des 
analogies manifestes (bases des entiers d’un corps, d’un idéal, des unités; périodes 
des fonctions, etc.). 
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ne sotent vérifiées que par un nombre fini de points 


(P1, P2: +. Pn) 


de X, quel que soit e positif; il suffit qu'elles n'aient qu'un 
nombre fini de solutions pour un nombre & positif donné. 


Faisons d’abord quelques remarques au sujet de lénoncé 
d’après ce qui a été dit sur la continuité de la distance généralisée 
et la limitation du corps caractéristique, on peut remplacer les » 
inégalités précédentes par la seule inégalité 


(2 bts) S(oP) << €, 


S étant une distance généralisée quelconque. Il n’est même pas 
nécessaire que S vérifie toutes les conditions de M. Minkowski, et 
l’on peut évidemment remplacer la condition par celle qu'il y ait 
seulement un nombre fini de points de 4 dans un domaine borné 
entourant l’origine; domaine, quelconque pour la condition néces- 
saire, choisi & priori pour la condition suffisante. Ceci montre, ce 
que prouvera d’ailleurs aussi la démonstration, que, dans l’énoncé, 
le choix des coordonnées absolues ou relatives est indifférent. 

La condition est nécessaire : si, par rapport à une base À, tout 
point (Pi, Pa, ..., Pn) de 4 a pour coordonnées des nombres 
entiers (T4, Los ..s Lm), les x sont des fonctions linéaireset 
homogènes des p (premier Chapitre); les inégalités (2) entraînent, 
par suite, en désignant par G une limite supérieure des coeffi- 
cients des fonctions linéaires 


[til <mGe (Ts Tor m0) 


et ces nouvelles égalités ne sont vérifiées, quel que soit e, que par 
un nombre fini de systèmes d’entiers, c’est-à-dire de points de &. 

Pour montrer que la condition est suffisante, établissons d’abord 
que, si elle est vérifiée pour un nombre donné e, elle l’est aussi 
pour tout autre nombre &'. Ceci est évident pour e/ inférieur à €, 
vérifions-le pour £e, £ étant un entier. Supposons l’espace réel et 
considérons les (2k)* points 


(ejésr ets. ené), 
— k£e;<k (e; entier ); 
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tout point vérifiant les inégalités | p;| < ke vérifie l’un des (24)" 
systèmes 


À , | 
O£pi—es<e, O£ Pa— 62e LE, 7. OSPn—ene <eE, 


il suffit de prendre pour e; la partie entière () de qui est 


comprise entre — X inclus et Æ exclus. Or, si nous considérons 
les points de 4, s'ils existent, vérifiant l’un de ces systèmes, leurs 
différences avec l’un d’entre eux sont encore des points de 4, 
dont les coordonnées sont, en valeur absolue, inférieures à ©; il 
en résulte que ces différences et, par suite, les points eux-mêmes, 
sont en nombre fini. Il n'y a donc aussi qu'un nombre fini de 
points vérifiant les (2)? systèmes et, a fortiori (?), les inégalités 
proposées. La propriété est donc vraie pour tout nombre inférieur 
à ke, c’est-à-dire pour un nombre quelconque. Si l’espace est 
semi-réel, par exemple (p4 + êps, Pi — ips, pa), les inégalités (1) 
n'ayant qu'un nombre fini de solutions, il en est & fortiori de 
même de 


€ 
o 


e [pe iles 


et) ES = 
V2 V2 V2 
Mais les points (P1, p+, P:) forment un module réel et, d’après 
ce qui précède, 1l n’y a qu'un nombre fini de ces points vérifiant 


[pl < 


Pile,  [pal<e,  Ipsl<e, 
quel que soit e’, donc un nombre fini de points de & vérifiant 


Pricipel <1ets, Ppafletes: 


on voit sans peine que la démonstration est générale. 
Ce premier point acquis, considérons les coordonnées relatives 
(V3 2 +.) Ym) des points de & relativement à une matrice du 


(!) Rappelons que la partie entière est l’entier immédiatement inférieur, ou 
égal, au nombre. 

(2) Il faut mettre a fortiori, car les points des (2 )" systèmes ne vérifient pas 
toutes les inégalités. Ceci, ainsi que la démonstration, sera illustré par un exemple 
géométrique. Dans le plan, les 7 inégalités primitives peuvent s’interpréter par 
le fait que le point (p,, p,) est intérieur, périmètre non compris, à un carré 
de côté 24e. Remplacer cette condition par les (24)? systèmes revient à diviser 
le carré en carrés de côté e. Mais on ajoute ainsi au domaine le demi-périmètre du 
carré, au-dessous et à gauche de l’origine. | 
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sous-espace contenant 4 (tableau, si 4 est de dimension n»). Les 
inégalités |y;|<e entraînent des inégalités analogues pour les 
coordonnées absolues | p;| Lnge, g étant le maximum des valeurs 
absolues des termes de la matrice; elles ne sont donc aussi véri- 
fiées que par un nombre fini de points de %. Nous allons main- 
tenant supposer que la matrice est formée de m points du module 
A1, A2, -.., An et raisonner sur le module v5 formé des points 
(Vis Vas 0. Ym)s comprend, les Mpoints ASC 
(o, 1, 0, ..., 0), .... Considérons les points de 15 vérifiant les 
conditions | 


OASIS V2=V3—=i.. = Ym—= A; 


ce sont des points du sous-espace de dimension 1 défini par l’ori- 
gine et le point 4,. Ces points, ayant des coordonnées de valeur 
absolue inférieure à 1, sont en nombre fini; 1l en existe au moins 
un quiest(1, 0, ..., 0). On peut donc choisir parmi eux celui 
pour lequel y, est le plus petit, soit (&,, 0,0, ..., o); ce point 
est bien déterminé. Considérons alors les points de 15 vérifiant 


OZ Yi < Ai OO Vs=l, F3—=.. = Ym—O; 


ce sont des points du sous-espace de dimension 2 défini par 
A, A1, 49. Le même raisonnement est toujours valable, 1l y a au 
moins un point (0,1, 0,..., 0) vérifiant les conditions et il n’y en 
a qu’un nombre fini; on peut donc choisir celui pour lequel y, est 


le plus petit, soit 
(b:, D», One Oo). 


Ce point est encore unique, car s'il en existait un second 


92 


(b,, b,, 0, .:,, 0); nécessairement "b— b;;net/Mentsupposte 
b,Zb,, le point | 


(BE, BE où. Chr, bas 0; 2) (6 TITRE 


appartendrait encore à 15, sa première coordonnée serait positive 
el inférieure à &,, ce qui est absurde, si elle n’est pas nulle. En 
considérant les conditions 


= C4 - ==" #2. 
0£Y1< Gi; 0£ÿ2 < @a, OL YsSI,,.. Va Pa OS 
œ 


on peut choisir un point (c;, C:, C3, 0, ...) et ainsi de suite, jus- 
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LE . . 
qu'à obtenir m points formant un tableau d'ordre m 


&i O O O 
pe b: D» O O 
+ CT ENNE| 


ACPEE ER Del O. 
Donc B est un tableau de 1, le point de coordonnées 


appartient à 1, et il en est de même de sa différence avec un point 
quelconque de 15 


sn l=lyie malle :.. ex] <B, 
(Vi —eid4j—e2bi—.......... TUTO SE TR 
P2 == Es Os — OA CAPIC Eynlo —=:52, 
DE Ste do AO UE 1 CO CR NES PR AH ss es , 
F'm—1 — Ent Kn-1 — Emlm1 = 3m—1; 
NE Ven — Emlm = 3m. 


Déterminons successivement les entiers e», em_1, -.., e, par les 
conditions 


ne 1 


3 Ames en Ég Cher ris e20; 
&i 


c'est-à-dire prenons les parties entières des fractions successive- 
ment constituées. Mais alors, en tenant compte du fait que les 
&i, 02, ..., Üm Sont positifs, on voit que les. 3 vérifient les inéga- 
htés 


0Z31< Gi, 0 £ 32 < Do, -.… OL 3m1 < m1) 0 


Si l’on omet la dernière inégalité, on a les conditions qui ont servi 

à définir la dernière ligne de B; mais /, ayant été choisi le plus 

petit possible, il est impossible que :, lui soit inférieur; 1l est 

donc nul. Dans les n — 1 inégalités restantes, en omettant la der- 
C. 3 
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nière et en comparant aux conditions de définition de l’avant- 
dernière ligne de B, on montre de même que 3»_, est nul. Et 
ainsi de suite, tous les z sont nuls; donc, tout point de w5 a des 
coordonnées de la forme | 


I a JA ... Ym I = Î €] €) ….. Em I x Le 


ce qui prouve que B est une base de 15, qui est type. Il en résulte 
que À est aussi type, el BX<M en est une base, en désignant par M 
la matrice de À choisie pour définir 15. Il est à remarquer que la 
démonstration précédente fournit un moyen, au moins théorique, 
de déduire de toute matrice M du module une base bien déter- 
minée. | 

De la propriélé générale ainsi démontrée, résulte une consé- 
quence négative assez importante : St un module dans un espace 
à n dimensions n'est pas type, il y a une infinité de ses points 
vérifiant les inégalités 

| pile, (RS TRE, ne [D 4 LORE 
ou 
[pi — wi] Le, | P2— War Le, ds | Pn — Wn | < € 
(W,,..., w,) étant un point quelconque du module. 

C’est ce qui se produit, en particulier, pour un module de 
points À sur une droite, isomorphe holoédriquement d’un module 
type de points de dimension 2. (Pour avoir une telle correspon- 
dance, 1l suffit, comme dans l'exemple cité, de projeter les som- 
mets d’un réseau de parallélogrammes sur une droite convenable- 
ment choisie.) Il y a alors une infinité de points de 4 dans tout 
intervalle (— &, + €) entourant l’origine ; 1l en est aussi de même 
pour tout intervalle (4, 4 + n)de la droite; car si & est un point, 


ou un nombre, de 4 compris entre pren Et 7 
d 


points (À—1)a, a, (k+Hi1)a, de %& (À entier) compris, au sens 
large, dans l'intervalle (4, 4 + n); d’autre part, 1l y a une infinité 
de points de & distants de a de moins de | a|et, par conséquent, 
compris dans l’intervalle. Les points de À forment un ensemble 


il existe trois 


partout dense () sur la droite. 


(!) Il n’en est pas nécessairement de mème pour un module type dans un plan, 
mème de dimension 2; on le constate aisément en considérant le module formé 
par les points ayant pour abscisses les nombres entiers et pour ordonnées les 
nombres rationnels (voir la Note I). 
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Considérons encore un nombre irrationnel & et le module de 


nombres 
TA—Y (æ, entiers), 


Les nombres de ce module, comprenant & et 1, ne peuvent être 
de la forme Æx et le module n’est pas type. On peut donc trouver 
une infinité d’entiers æ, y tels que 


[Tda—y|<e ou 





C’est dire qu’on peut trouver une infinité de fractions = s'appro- 


chant d’un nombre irrationnel donné de moins de Gi: C’est un 
cas particulier d’une propriété trouvée primitivement dans la 
théorie des fractions continues et démontrée ensuite par 
Dirichlet (!). En considérant & comme l’abscisse d’un point sur 
une droite, on retrouve l’exemple précédent; on peut encore 
considérer a comme une abscisse curviligne sur un cercle, la lon- 
gueur de la circonférence étant l’unité. Les nombres xa— 7 
sont alors les abscisses des sommets de la ligne brisée régulière 
d'angle au centre a; ces sommets forment un ensemble partout 
dense sur le cercle. 


Tableaux et matrices d’un module. 


Reprenons l’étude directe d’un module type 4, en le supposant 
d’abord de même dimension que l’espace. Tout point de 4 s’ob- 
tient en multipliant une base À à gauche par une matrice de type 
(1, n) formée d’entiers. Donc, tout tableau P du module, formé 
de x points de &, s'obtient en multipliant À à gauche par un 


(?) Dirichlet démontre, eù outre, qu’on peut trouver de telles fractions, x ne 


I « , : . 
dépassant pas -, ce qui revient encore à dire qu’on peut approcher de a de 


: 1 ; dust, LS 
moins de —. Dans certaines applications, notamment pour les périodes de fonc- 
T° 


tions, la propriété ci-dessus peut remplacer celle de Dirichlet. On peut encore 
considérer la propriété de Dirichlet comme donnant, pour un module type déter- 
miné, une limitation inférieure de «e suffisante pour qu'il y ait des points du 
module vérifiant les conditions (1). À ce point de vue, elle se généralise aisément 
en remplaçant (1) par (1 bis) et en prenant un espace de dimension quelconque ; 
elle constitue alors l’un des théorèmes de M. Minkowski, que nous établirons 
plus loin. On pourra aussi comparer ceci avec un raisonnement de J. Tannery 
(Introduction à la théorie des fonctions, t. I, p. 38-39). 
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tableau à termes entiers 
A(S) 0; 


P = SA ; ; 
S à termes entiers, 


La condition A(S) -< o est nécessaire pour que P soit un véritable 
tableau. Parmi ces tableaux, 1l y en a en général (sauf pour n = 1) 


La 


une infinilé qui sont des bases; ils sont donnés par la propriété : 


L'ensemble des bases d’un module type est identique à 
l’ensemble des tableaux équivalents à l’une d’elles, ou encore 
forme un système de tableaux. | 


Si A, et À sont deux bases, À, est un tableau du module de 


base À, donc 
| A, = SA (SE A8 SPA 


mais À est aussi un tableau du module de base A,, donc ST! doit 
être à Lermes enliers, Ce qui exige que S soit modulaire. Récipro- 
quement tout point de .& a, par rapport à une base A, des coor- 
données relatives entières (%1, Z2, ..., Æn); par rapport à un 
tableau équivalent SA, 1l a pour coordonnées (y,, Y2, ..., Yn) 
définies par 

131 Ye OMR IR SAS | 2 
ou 

HV ve PTT = at DRE 

S-! étant à termes entiers, les y sont encore des nombres (!) 
entiers. 

De ceci on déduit notamment qu'on peut, dans une base, 
changer l’ordre des lignes, ce qui était d’ailleurs évident a priort. 
Le déterminant d’un tableau du module est un muluple de A(A) 
et ne lui est égal, au signe près, que si ce tableau est lui-même 
une base, On peut donc encore dire que les bases d’un module 
sont les tableaux de déterminant minimum (?).. 

Pour un module type quelconque de dimension m < n, toute 








(1) Cette démonstration ne diffère pas essentiellement de celle qui montre 
qu'use substitution modulaire transforme un système d'entiers en un système 
d’entiers et réciproquement. 

(?) Dans'le cas 7 = 1, la base est unique au signe près; dans le cas n — 2, si 
l’on suppose que le plan représente une variable complexe, on a la propriété 
connue des systèmes de périodes d’une fonction elliptique. 


#4 


THÉORIE DES MODULES DE POINTS. si 


matrice P du module se déduit encore d’une matrice de basé A 
par légalité 
P=iSA (S à termes entiers); 


cette égalité en entraine C” analogues entre les mineurs d'ordre m 
de À et les mineurs correspondants de P; il faut donc toujours 
A(S)£o pour que P soit effectivement de rang ». On obtient 
encore les matrices de base en multipliant l’une d’elles à gauche 
par tous les tableaux modulaires d'ordre m. Enfin, la propriété du 
déterminant peut s'étendre en considérant les C/ déterminants des 
mineurs déduits de A. 

La question des tableaux ou des matrices est liée à celle des 
sous-modules; nous appellerons ainsi tout module x, dont les 
points font tous partie du module donné 4. Si 4 est type, il en 
est de même de tout sous-module 15, car 15 n’a & fortiori qu'un 
nombre fini de points au voisinage de l’origine. Si 1} est de même 
dimension que -b, sa base est un tableau ou une matrice de 4, 
donc de la forme SA. S'il est de dimension m,< m, sa base est de 
la même forme, mais S est une matrice à lLermes entiers de 
type (m,, m); la condition A(S) 0 est remplacée cette fois par 
celle que S soit de rang m,; on le vérifie sans difficulté en remar- 
quant que les lignes de S sont les coordonnées relatives de cer- 
lains points du sous-module par rapport à la matrice A. 

S1 l’on considère un sous-espace de dimension » passant par 
l’origine, 1l peut se faire qu’il ne contienne aucun point de 4, ou 
encore que tous les points de .& qui y sont contenus appartiennent 
à un sous-espace de dimension moindre. Mais si l’on a pu s'assurer 
a priori qu'il existe dans ce sous-espace m, points de 4 formant 
une matrice de rang m,, par exemple si l’on a défini le sous-espace 
par un tel Système de 77, points (!), tous les points de & situés 
dans ce sous-espace forment un sous-module type 1 de dimen- 
sion M,,et tous les autres sous-modules qui y sont situés sont des 
sous-modules de w. 

Ces notions permettent d’expliciter la marche suivie dans la 
démonstration du théorème fondamental et en même temps de 


(1) Dans l’espace à 3 dimensions réel, par exemple, il suffit de considérer tous 
les points de L dans un plan passant par 0 et 2 points de 4L non en ligne droite 
avec 0, ou les points sur une droite passant par © et un point de <b. 


D) 
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préciser la latitude possible dans le choix d’une base. Nous 
avons choisi d’abord une matrice arbitraire M (de rang m) de & 
et envisagé les points des sous-espaces de dimension 1, 2,..., m 
définis par O4, O4,42, .... Les points de 4 situés dans ces 
sous-espaces forment des sous-modules types dy, db, ...; chacun 
d’eux contient le précédent et le dernier %» est identique à L. 
Ceci posé, examinons comment on obüent les m, premières 
lignes de la base B X M; il suffit de multiplier la matrice formée 
des m, premières lignes de B par M; mais cette matrice a ses 
m — m, dernières colonnes formées de zéro; il suffit donc, fina- 
lement, de multiplier le mineur B,, formé des m, premières 
lignes et colonnes de B par la matrice M,, formée des m, pre- 
mières lignes de M. D'autre part, dans les raisonnements faits 
pour déterminer les lignes de B,,, on ne s’est servi que des points 
de + appartenant au sous-espace défini par les lignes de M,,, 
c’est-à-dire des points de 4, On peut donc recommencer sur 
B,, x M,,, le raisonnement fait sur BXM, et cette matrice est 
une base de &,. Donc, la marche suivie consiste à déterminer 
successivement des bases des sous-modules «by, «bo, ..., <bme. 
L'intérêt de cette méthode est que chacune de ces bases est ob- 
tenue de façon unique en ajoutant une ligne convenablement 
déterminée à la précédente (!‘). On peut encore exprimer ce 
résultat : on peut prendre pour m, premières lignes, et par 
suite pour m, lignes quelconques, d’une base, m, points du 
module formant une matrice dè rang mi, pourvu que cette 
matrice soit la base du sous-module de dimension m, formé 
par les points du module contenus dans le sous-espace qu’elle 


défin AA 
Modules finis. 


Les modules types sont, comme nous l'avons dit, les plus 
simples et tout autre module A de dimension m admet comme 
sous-modules les modules types ayant pour bases les tableaux 
de AIX; 1l est donc nécessaire d’avoir plus de » points pour consti- 
tuér JT par seule addition et soustraction. On pourrait citer 


(:) On peut rapprocher cette manière de faire de la suite de composition d’un 
groupe. 


taie 
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après les modules types les modules de dimension m, qui peuvent 
se construire à partir d’un nombre fini p de points, p étant sup- 
posé supérieur à m ; soit 


Pardi ecrit RER AQU 


Un tel module, que nous appellerons fint et d'ordre p, est iso- 
morphe holoédriquement à un module type ® de dimension p; 
on peut, en supposant par exemple que la matrice formée par 
les m premiers points À; est de rang m», prendre comme base de ® 


la matrice 
a! as T0 0 O 
mn mt nt 
a’ a!) TR 00-0700 
2 
D NE OR TL TNT Lo (2. 2770 
p p p 
æ a LA 0:: 0 I 





de type (p, 2+p—m)et de rang p. On vérifie sans peine que 
l’isomorphisme est holoédrique. 

D'une façon pour ainsi dire réciproque, on peut, d’un module 
type, déduire des modules finis isomorphes, par projection sur 
un sous-espace. Considérons, pour fixer les idées, un module 
type Lt de dimension n dans un espace de même dimension, de 
base À et formé des points (p:, Ps, ..., Pr); et une matrice P de 
type (7, m) et de rang m. L'ensemble des points d’un espace 
à m dimensions 


ES 232 FER Zn 1 = | p1 P2 se Drl ÊF 


forme un module ® de dimension #7 (puisque AP est de rang m), 
isomorphe à 4. Pour que l’isomorphisme soit holoédrique, 1l faut 
et 1l suffit qu’au point nul de ® corresponde le seul point nul 
de 4. La condition est évidemment nécessaire; si elle est remplie, 
à deux points distincts de 4 ne peut correspondre un même point 
de ®, sinon, à leur différence qui n’est pas nulle, correspondrait 
le point nul (!) de ®. Cette condition est équivalente à celle qu’il 


(1!) Ce raisonnement est général et s'appliquerail à l’isomorphisme de deux 
modules quelconques. 
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n'y ait pas une méme relation linéaire et homogène à coeffi- 
ctents entiers entre les termes des colonnes de AP. 

En particalier, considérons les points d’un espace à m dimen- 
sions dont les coordonnées sont les m»m premières coordonnées 
des points de 4 et le module ® qu'ils forment; alors 





LOC 0 7 
} m. 
P' = ||.0 1 
0 0217 
A — M, 
O O O 


et AP est formée des mn premières colonnes de À; pour que ® soit 
isomorphe holoédriquement à 4, il faut et 1l suffit qu'il n'y ail 
pas une même relation linéaire et homogène à coefficients entiers 
entre les termes de ces m colonnes; s'il en est ainsi, d’après la 
conséquence négative du théorème fondamental, il y a une infinité 

de points de ® ou de «4 vérifiant | 


[p1l<e, [pe] <e, 09 [pm | << e. 


L'étüde des modules infinis semble encore à peine ébauchée, 
on peut y rattacher quelques questions actuellement assez com- 
plexes de la théorie des nombres et dont les démonstrations, 
quoique jolies, ne semblent guère susceptibles d'extension. L'exis- 
tence d’une infinité de nombres premiers peut se traduire en 
disant que le module formé par les logarithmes des nombres 
ralionnels positifs est infini; la transcendance de e se traduit 
aussi par l’infinitude du module de nombres formé par e et toutes 
ses puissances entières. 

Examinons seulement, parmi les modules infinis, les modules 
de points d’un espace à x dimensions dont les coordonnées rela- 
tives à un tableau À sont tous les systèmes de 7 nombres ration- 
nels; ils sont désignés par M. Esclangon sous le nom de corps de 
périodes ; nous rencontrerons, d’ailleurs, ultérieurement une autre 
raison de cette dénomination. Le tableau À peut encore s'appeler 
une base; toutes les bases d’un corps de périodes se déduisent 
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de l’une d’elles en la multipliant à gauche par tous les 
tableaux à termes rationnels de déterminant non nul. Car 
dans l'égalité 


PRET 07,| x À — | 





V1 Ya ... Ynl X SA  (S à termes rationnels), 


à tout système de x rationnels correspond un et un seul système 
de y rationnels et réciproquement; en outre, pour qu'il en soit 
ainsi, 1l faut évidemment que S soit à termes rationnels. 
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CHAPITRE HE. 


ENTIERS ET SYSTÈMES D'’ENTIERS. 


Dans les Chapitres précédents, nous n’avons utilisé parmi les 
propriétés particulières aux entiers que la seule notion de partie 
entière d'un nombre quelconque, qui se confond avec celle de 
quotient à une unité près si le nombre est une fraction. Nous 
allons montrer d’abord comment les principes généraux de la 
théorie des modules permettent de retrouver les principales pro- 
priétés connues de la divisibilité des entiers et certains résultats 
plus récents de la théorie des équations indéterminées (!). 


Divisibilité. 


Une première remarque immédiate, mais fondamentale, est que 
si un module de nombres est formé uniquement d’entiers, 1l est 
nécessairement type, puisqu'il n’a pas d’éléments infiniment petits 
(ou voisins de l’origine); il est donc identique à l’ensemble des 
multiples d’un entier &, c’est-à-dire à tous les nombres za, æ étant 
un entier quelconque, positif, négatif ou nul. 

Proposons-nous d’abord de trouver l’ensemble des multiples 
communs à plusieurs entiers @, b, ..., {. Cet ensemble forme un 
module AC, la différence ou la somme de deux multiples communs 
étant encore un multiple commun. Donc il est formé par tous les 


(1) On trouvera ces résultats exposés à un point de vue différent dans l’Essat 
sur la théorie des nombres de T.-J. STIELTIES (Premiers éléments). Stieltjes y 
donne aussi certains résultats de M. Smith, qui ne seront pas traités ici et qui 
se rattachent plutôt à l’équivalence des formes quadratiques et bilinéaires, mul- 
tiplication d’un tableau à droite et à gauche par des tableaux modulaires symé- 
triques ou mème indépendants (cf. Chapitre I, note de la page 11). 
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multiples (!) d’un nombre w qui est par conséquent le plus petit 
des multiples communs des nombres a, b, .…., l. Nous emploie- 
rons pour représenter ce plus petit multiple commun la notation 


de T.-J. Stieltjes 
OT 0 VEN E 


Cette propriété du plus petit multiple commun permet de 
trouver celle du plus grand commun diviseur en cherchant les 
multiples communs des diviseurs communs. Mais on peut aussi 
procéder directement; soient des entiers &, b, ..…., peut être en 
nombre infini, et considérons le module @ de nombres formé à 
partir de ceux-là par addition et soustraction. C’est l’ensemble des 
nombres 


Ta + y b +... (æ,y,... entiers quelconques), 


l'est identique à l’ensemble des multiples d'un certain nombre d 
qui, appartenant au module, peut être mis sous la forme pré- 


cédente 
= UT O —-. x. 


Tous les diviseurs communs de &, b, ... sont des diviseurs de tous 
les nombres de ®, donc de 5 et réciproquement. Nous emploierons 
encore pour représenter à qui est le plus grand des diviseurs 
communs de a, b, .... la notation de Sueltjes 


CONOER EN : 


Toutefois, nous emploierons cette expression indifféremment, soit 
pour représenter à lui-même, soit pour représenter l’ensemble 
des multiples de à, c’est-à-dire ®. Si — 1 (@ identique à l’ensemble 
des entiers), les nombres a, b, ..… sont dits premiers entre eux 
dans leur ensemble. 

Nous avons établi l’existence de x et Ô sans donner de 
méthode pratique pour les déterminer. Pour trouver le plus grand 
commun diviseur d’un nombre fini de nombres &, b, ..., l, re- 


(1) Si l’on incorpore à cette démonstration celle du théorème sur les modules 
types appliquée à ce cas particulier, on obtient la démonstration donnée par 
Stieltes (loc. cit.). Il est à remarquer qu’on se sert ainsi de l'algorithme de la 
division. 
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marquons d’abord que dans lexpression (a, b, ..…., {) on peut 
permuter les nombres d’une facon quelconque et supposer par 
conséquent que l est le plus petit d’entre eux. L’algorithme 
d’Euclide pour la recherche de à se déduit alors de l'égalité ma- 


nifeste 
(a; BE Dee 1, 0 QU 


Si 9, g', -.. sont les quotients de &, b, .… par / on définit ainsi 
par des nombres inférieurs aux précédents. En appliquant Île 
même procédé avec le plus petit des nombres de la deuxième 
parenthèse et ainsi de suite, on définit finalement ® par un seul 
nombre à (qui est le plus grand commun diviseur cherché) et 
des o. Il est à remarquer que cette méthode donne en même 
temps l'expression de à comme terme de ® (théorème de Bezout). 
Il n’était pas sans intérêt de rappeler cet algorithme, car c’est à lui 
que se ramène finalement la résolution pratique des problèmes 
que nous traiterons dans la suite de ce Chapitre. 

Les démonstrations et propriétés précédentes sont encore 
valables pour la recherche des multiples et diviseurs communs à 
plusieurs fractions supposées toutefois en nombre fini. Il suffit de 
remarquer que les éléments des modules JL et ® sont des frac- 
tions dont le dénominateur est limité supérieurement. L’algorithme 
d'Euclide s'étend également, en remplaçant dans l’énoncé le quo- 
«a 
Les diverses propriétés de la divisibilité des entiers et notam- 


üUent de «a par l par la partie entière de 


ment la recherche du plus petit multiple commun peuvent se 
déduire de l'existence ainsi établie du plus grand commun diviseur 
et du plus petit multiple commun; il est bon d'y ajouter les pro- 
priétés immédiates, vraies pour un nombre quelconque d’entiers 


(n° (a, 8, el = label, 
x) { 
A [ (a; b,c) = (Cab), 'ei), 


NAN D AE a, 0; C1 


+ Re 
eo) : (ra, A0 c)=Nta brc) LA ENTIORS 


et aussi, puisque l’existence de 1 et de à a été établie indépen-, 
damment, la propriété qui peut servir de lien entre eux : la 


D D à D On ee he dt À III 
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condition nécessaire et suffisante pour que x soit le plus petit 
multiple commun de a, b, ©, ..…, est que _ D +. sotent des 
enticrs premiers entre eux (!). 

Car si u est le plus petit multiple commun, on ne peut avoir 


(hhe)=a>s 


sinon = serait un multiple commun inférieur à 4; en outre, si la 


condition est remplie pour 1, pour tout autre multiple commun 
P P M P 


His 
Wu — AU on a 


Citons quelques conséquences de ces principes, d’abord l’expres- 


“sion du plus petit multiple commun : 


abc ; 
(ab bc; ca) 


(3) La, b,c|— 


il suffit de constater, ce qui est immédiat, que les quotients du 
deuxième membre par «a, b, c sont premiers entre eux. Soit encore 
la propriété considérée parfois comme fondamentale et dont se 
servent la plupart des auteurs de Traités d’arithmétique pour établir 
l'existence et l'expression du plus petit multiple commun, st À et b 


sont premiers entre eux (?), 


CIM AE MA 
La démonstration peut se résumer par la suite d’égalités 
CA G}= (a x, ab,b)—={(aX, ab), b)=(a(x,b), b}= (a, 0) 


Indiquons enfin une dernière propriété moins connue, dont on 
peut trouver de nombreuses modifications 


(4) ÉRRENE dj] arbre |; di). 


(1) La propriété analogue pour le plus grand commun diviseur est plus immé- 
diate mais moins utile, car on peut la considérer comme un simple cas particulier 
de la deuxième des égalités (2). 

(2?) On l’énonce habituellement en supposant (ax, b) —b; si un nombre divise un 
produit de deux facteurs, et qu'il est premier avec l’un d’eux, il divise l’autre. 
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Posons 
D'EAREAUI BED. d): y= (ce, d) 


et considérons les quotients du deuxième membre par ces trois 
nombres 


Label a) = (£ lent, 2) = (Ier, ©), 


œ «a (e 8 «a X 


la dernière égalité étant obtenue en appliquant le principe pré- 
; : a d Ô 
cédent, puisque — et — sont premiers entre eux. Chacun des 
Œ 


quotients ainsi obtenus est entier et leur plus grand commun 
diviseur est 


(LS £) 
Dre mit De) LS 
«a x 


a b c œ 


)= (et, la, b,el “rt, £) 


Modules de points entiers. 


Considérons maintenant, dans un espace à 7 dimensions, un 
module AT formé de points dont les nr coordonnées sont respec- 
uvement des entiers, Les inégalités (2) du théorème fondamental 
n'ayant toujours qu'un nombre fini de solutions, un tel module est 
nécessairement type. C’est d’ailleurs un sous-module du module & 
constitué par tous les points dont les coordonnées sont des nombres 
entiers. 

Si JL est de dimension n, ses bases forment un système de 
tableaux d'ordre n à termes entiers. Pour n > 1,1ly a une infinité 
de telles bases, mais on peut en distinguer une, d’une forme par- 
ticulièrement remarquable. C’est ce qui résulte de l'important 
théorème dû à Hermite : 


Un tableau à termes entiers Test équivalent à un tableau 
et un seul de la forme 


LIEN Om 270 0 
HET 


(5) LE (a > 0), 
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dont les termes vérifient les conditions 


Deui< ai, OAI", Es dede, 
< 42 2 € 2 2 

; 0 FASO “pe o<a a; 
(5 bis) = 5 < 25 1 _ A 27 
o0Lag 1 <ari. 


Un tel tableau sera dit mis sous la forme réduite d’Hermite. 


Pour arriver à ce résultat nous allons procéder par cheminement 
en construisant à partir de T un tableau équivalent T’, à parur 
de T’ un tableau équivalent T” et ainsi de suite; pour plus de 
simplicité nous désignerons les termes de ces différents tableaux 
toujours par a. Ceci convenu déduisons T’ de T par un chan- 
gement de lignes, ce qui est une équivalence, de façon que dans T", 
a, soit le plus petit en valeur absolue des termes de la dernière 
colonne a°. Déduisons T” équivalent à T’ par l'égalité 


LEON O0 ni 41 
T'— ie 
NE) O ef 


le signe du dernier terme et les z étant choisis de façon que dans T”, 
a, soit positif et tous les a” positifs et inférieurs à ay. Recom- 
mençons sur T” les deux mêmes opérations que sur T et ainsi de 
suite ; ceci revient à faire sur les entiers de la dernière colonne 
de T, les opérations du plus grand commun diviseur. On finit par 
avoir un tableau où les termes a” sont nuls, excepté a, qui est 
positif. En considérant dans ce nouveau tableau les 2-1 termes 
de la (n-1)*" colonne, on peut recommencer les opérations pré- 
cédentes, en permutant les n-1 premières lignes et multipliant à 
gauche par des tableaux : 





OR ei 0 
O I PSE ee Van O 
ON dns mes WT Un) 
[0] . DE O Il 


On peut ainsi annuler tous les termes de la (n= nn colonne au- 
dessus de la diagonale principale; de même pour la (n-2)°"° co- 
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lonne, ..., jusqu’à la deuxième incluse : on obtient un tableau U 
de la forme (5). 

Ceci acquis, cherchons les tableaux U’= EU équivalents à U, 
donc à T, et de la forme (5). En désignant par 4! les termes de Y 
et en développant les calculs, on constate d’abord sans difficulté 
qu'il est nécessaire que les 4 au-dessus de la diagonale prin- 
cipale (æ/, tj) soient nuls. Mais on doit avoir, puisque E est 
unimodulaire, 


les a; étant des entiers sont donc tous égaux à Æ 1 et même à +1, 
puisque dans U et U' les termes de la diagonale principale sont 
positifs. Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes et, s’il en est 
ainsi, on trouve pour U’ une expression de la forme 


a} (o) : 410 
ai + al ai AE Ron 
| — 1 172 1 1 2 2 y2 . 
U al+ala?+alal a + a3 a? 0 
9 9 Es 92 ,,9 
Ah+Ah-i%n Hair Ai in 1+...+aia an 





Ou peut alors déterminer successivement les entiers 


1 2 n—1 . 1 2 
MST Air. (eo EST RATS 


1—=921 . 1 
Éstl OR à aie 


de facon que les termes de U' vérifient les égalités (5 bis) et ceci 
n’est possible que d’une seule facon. Il faut pour cela faire des 
divisions par les af, c’est-à-dire encore chercher des restes 
minima positifs, module aï. [On pourrait aussi chercher des 
restes minima absolus, c’est-à-dire faire vérifier aux termes de U 
les conditions 


SERIE At 
(5 ter) LAEERZ (EPA 


il y aurait alors ambiguïté de signe pour ceux des termes, s'ils 
existent, pour lesquels la condition précédente est une égalité (!).] 
Il est à remarquer que la démonstration ainsi faite constitue 


(1) On pourrait aussi faire une permutation de lignes dans la forme (5) et 
définir par exemple, une forme réduite où les termes au-dessous de la diagonale 
principale seraient nuls. 
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une méthode pratique de recherche du tableau réduit 
d’Hermite. | 

Comme l’algorithme d'Euclide s’étend aux fractions, la propriété 
précédente s'étend au cas d’un tableau T à termes fractionnaires. 
Dans l’un ou l’autre cas on peut encore l’énoncer : dans tout 
système de tableaux à termes entiers ou fractionnaires, tl 
existe un et un seul tableau de la forme (5) et vérifiant les 
conditions (5 bis). Ceci permet, notamment, de trouver tous les 
systèmes vérifiant certaines conditions, par exemple ayant un 
déterminant à donné au signe près; 1l suffit de chercher tous les 
tableaux réduits d'Hermite ayant à pour déterminant. Siles termes 
sont entiers ou si leurs dénominateurs sont limités, on ne trouve 
ainsi qu’un nombre fini de tableaux, donc de systèmes; car il n’y 
a qu’un nombre fini de façons de décomposer Ô en un produit de 
facteurs (termes de la diagonale principale), les autres termes du 
tableau étant inférieurs à ceux-là, il n’y a choix, finalement, 
qu'entre un nombre fini d’arrangements; il en est de même si à 
est seulement limité supérieurement en valeur absolue. 

Ce qui précède permet aussi de préciser quelle base particulière 
a été obtenue dans la démonstration du théorème fondamental sur 
les modules types. Une matrice M du module étant choisie, toute 
base est de la forme B <M, B étant un tableau à termes fraction- 
paires (et même l'inverse d’un tableau à termes entiers), défini à 
une équivalence près. Dans la démonstration, on a choisi la base 
particulière pour laquelle B est de la forme réduite d'Hermite; 
c’est ce qui résulte des conditions successives imposées aux termes 
de B. 

Considérons encore un module quelconque 9 de base À et un 
sous-module HTC de même dimension, donc de base SKA, S étant 
un tableau d'ordre n à termes entiers, défini à une équivalence 
près ; le nombre entier | A(S)| étant bien défini, on peut se pro- 
poser de lui trouver une signification. Supposons S mis sous la 
forme réduite d'Hermite et soient y, Yo, +.., Ym les coordonnées 
relatives d’un point quelconque de AC par rapport à À; les y étant 
entiers et, étant donnée la forme de S, on peut toujours poser 


1.71 2 OS AD = || A1 ist Ami x< S +|ri ie T'yn I 


(Ar entiers oSra<iah), 
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les r sont ainsi déterminés de façon unique (!). Ceci posé, répar- 
tissons les points de OÙ par classes, en mettant dans une même 
classe des points dont la différence appartient à AV (congrus 
suivant le module M); cette classification n’entraîne pas d’ambi- 
guité : deux points congrus à un troisième étant congrus entre 
eux (4-8, A-c étant dans AN, il en est de même de leur diffé- 
rence B-c). On vérifie aisément que, pour que deux points de M 
soient dans une même classe, 1l faut et suffit qu'il leur corres- 
ponde les mêmes systèmes de r. Il y a donc autant de classes 
que de systèmes de r différents (?), c'est-à-dire 


did die | NO 


Examinons enfin le cas d’un module de points entiers dont la 
dimension » est inférieure à celle de l’espace. Sa base est une 
matrice de type (m7, n) et de rang m; elle n’est définie qu'à un 
produit près à gauche par un tableau unimodulaire, de sorte qu’on 
peut toujours amener un de ses mineurs d'ordre »m (à déterminant 
non nul) à être de la forme réduite d’'Hermite; ce mineur étant 
choisi, celte réduction n’est possible que d’une seule manière. 


Systèmes de formes. 


Soit un système de m7 formes indépendantes à 7 = m + p incon- 
nues et à coefficients entiers 


(6) = AiTi+ a tot... +4 ln TT Se 


la matrice À des coefficients de Lype (7, m) est de rang m. 

D'un tel système on peut déduire divers modules de points 
entiers, soit, en considérant les valeurs de ces formes quand on 
donne aux x des valeurs entières, soit en considérant les valeurs 
des æ qui annulent les £ (zéros du système), soit encore en 
considérant les coefficients de ces formes et de toutes celles de 
leurs combinaisons linéaires qui ont des coefficients entiers. Nous 
allons étudier ces divers modules et leurs relations. 


(1) à, et 7, sont le quotient et Île reste de la divisiontde-sparann 
et rn_ quotient et reste de la division de y,,_,—à,a%71 par al et ainside 
suite. 


(?) Pour Putilisation de cette propriété, voir la Note IIT. 
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L'ensemble des points (6,, &:, ..., êm), les æ étant des entiers, 
forme, dans un espace de dimension m, un module type M; 
JT comprend les » points (a;, a, ..., a”), 1l est donc de dimen- 
sion m et l’on a 


lé Ëe -.. Eml=lAi À... An] xB, 
CHR ORL ON... NO 
BE — CCE UN 3 OU 0 
Cm Cm Cm ++ Cm 


Pour trouver B à partir des coefficients des m formes et avoir. 
les relations entre les x et les À, il est commode de leur adjoindre 
) J 
p formes (!},n1, n2, ..., np, à coefficients entiers, assuJetties à la 
seule condition de former avec les premières un système de nr 
formes indépendantes; on peut, par exemple, prendre 


Q1—= Li; To —= Lo, ….. Np = Lp; 


si le mineur formé par les » dernières lignes de la matrice des a 
avun déterminant non nul. Les points (n1, ..., np; 619 +, Em) 
forment un module type A de dimension nr dont une base est 
formée par les coefficients des formes, soit, dans l’exemple 
indiqué : 


HE Omer a ur 
OML TIRE OT US a? a 
Fo 1 2 7 
Ma oi 0 Ines aÿ du); 
1 2 mt 
0 oO 0 dh+1 dh+1 Ap+1 
ONCE. CRE LONG TN AT 


on peut construire, par des opérations pratiquement réalisables, le 
tableau de la forme réduite d’'Hermite B'=S X<M' équivalent à M’. 
Le mineur B formé par les rm» dernières lignes et colonnes de B' 
est aussi sous la forme réduite d'Hermite, et c'est la base cherchée. 
Le tableau modulaire S est tel que 


di de ÉD -- RO 
CL RT AQUTS SUUELE 
S x See : 
CR CAE O 
fe mt 
RS KE B 


(1) Si p = 0, les raisonnements sont valables a fortiori. 


52 CHAPITRE HI. 


mais 1l est à remarquer qu’au seul point de vue de cette égalité S 
et S7! ne sont pas entièrement déterminés; les p premières 
colonnes de S7! dépendent seulement des formes n adjointes 
AUX: 

La relation entre les + et les À peut s’obtenir en égalant les 
expressions des coordonnées des points de AV à partir des deux 
bases M' et B'. On a ainsi 


lt: x: Mel, ……. ph OMS 


et 
ES ET TR 


Donc, à tout système de à, c’est-à-dire à tout point déterminé 
de AC correspond, si p > 0, une infinité de valeurs des x dépen- 
dant de p indéterminées entières; si p —0, les æ sont déter- 
minés. 

Indiquons encore quelques propriétés du nombre entier [A(B)|; 
d’après les propriétés des tableaux d’un module, c’est le plus grand 
commun diviseur des déterminants, en nombre infini, des tableaux 
du module. On obtüent de tels tableaux en prenant les mineurs 
non nuls déduits de la matrice À des a. Ces déterminants sont 
donc des multiples de [A(B)|, mais on peut montrer en plus que 
[A(B)| est le plus grand commun diviseur des mineurs de À 
ou, suivant une locution abrégée de Stieltjes, le plus grand, 
commun diviseur de la matrice À. En considérant la relauon 
entre À, S7' et B, on voit qu'on obtient le mineur formé des 
lignes de rang {4, lo, ..., im de À en multipliant B à gauche 
par le mineur d'ordre m de ST! formé par les m dernières colonnes. 
et les lignes de rang &,, to, ..., im. Donc, les quotients des déter- 
minants de À par A(B) sont les déterminants des mineurs corres- 
pondants de la matrice formée par les m dernières colonnes de 
S7!, Ces déterminants sont premiers entre eux dans leur ensemble, 
car, en appliquant la règle de Laplace pour le développement de 
A(ST!), on voit que le plus grand commun diviseur des dits 
déterminants doit diviser [ A(S=!)] qui est égal à 1. 


Module de zéros. — Changeant maintenant de point de vue, 
considérons, dans un espace à 7 dimensions, les systèmes de 
valeurs des variables x; désignons toujours par € l’ensemble de 
tous les points à coordonnées entières de cet espace. Les équa- 


ENTIERS ET SYSTÈMES D'ENTIERS. 53 


tions 
(6 bis) 1 04 2 = 0, De En e 0 


définissent un sous-espace de dimension p=n—m contenant 
l’origine. Les coefficients des formes £ étant rationnels, on peut 
choisir p solutions indépendantes du système précédent qui soient 
rationnelles et même entières. Donc, tous les points de € situés 
dans ce sous-espace, c’est-à-dire toutes les solutions entières des 
équations (6 bés), forment un module type €, de dimension p. 
Le calcul précédemment fait pour les valeurs des £ conduit à 
l'expression d’une base de €,; pour que les £ soient nuls, il faut 
et 11 suffit que les À soient nuls, ce qui donne pour les æ les 
valeurs 
RU D lee On O0 TROIS 


ou 
fai æe ... ænf=lum ... mx P, 


P étant la matrice formée par les p premières lignes de S; cette 
matrice est une base de €). Les déterminants des mineurs de P 
sont, d’après la règle de Laplace, des entiers premiers entre 
eux (!); 1l en est de même de toute autre base EP, les détermi- 


nants ayant au plus changé de signe [Y d’ordre m, A(E)= +11]. 


ce 


Module rectangulaire. — Pour définir un sous-module de € 
de dimension inférieure à n, on peut encore définir le sous-espace 
qui le contient par un certain nombre de points entiers indé- 
pendants. Prenons pour cet effet les » points (aï, a, ..., a, 
dont les coordonnées sont les coefficients des £, on aura un sys- 
tème de 7 — m— p équations indépendantes définissant ce sous- 
espace en prenant pour leurs coefficients p solutions indépen- 


dantes de (6 bis), notamment les lignes de P; soit 


(7) aiyi+ a Jate+alÿn=o  (æ1,2,...,p), 


(:) Une propriété connue du déterminant adjoint montre mème que chacun de 
ces mineurs est égal, au signe près, au déterminant du mineur de S-! obtenu en 
conservant les m dernières colonnes et en supprimant les p lignes de même rang 
que les colonnes conservées de P ; il est donc égal au quotient par [A(B)] du 
déterminant du mineur correspondant de A. 


54 CHAPITRE III. 


en posant 


122 
RC D a 
12 

pe HOME as || 
1 2 12 
GS a? 


Les points de € contenus dans ce sous-espace forment un 
module €} de dimension m; pour en obtenir une base, on peut 
suivre la marche indiquée précédemment; par un choix convenable 
des équations adjointes (!) on peut obtenir comme base la 
matrice N qui a pour lignes les m dernières colonnes de ST. 
On peut aussi vérifier ce résultat &« posteriort; chacune des lignes 
de N vérifie bien les équations (5), ce qui résulte de SS==f[1|;, 
donc N est un tableau de €, et toute base est de la forme E-!N, 
E à termes entiers; mais | A(È)| devant diviser les déterminants de 
tous les mineurs d'ordre m de N est égal à 1 et N est une base. 

Les modules €, et €» constitués respectivement par toutes les 
solutions entières de systèmes de m et p équations, peuvent s’ap- 
peler des modules de zéros rectangulaires (?). Pour se donner 
deux tels modules, on peut définir le sous-espace qui contient €, 
par m équations linéaires indépendantes, à coefficients entiers, et 
alors le sous-espace de €, est défini par m points entiers (coeffi- 
cients des équations) et inversement. Il est à remarquer que si le 
plus grand commun diviseur de la matrice formée par les m points 
est 1, cette matrice est une base de €»; 1l suffit pour le prouver 
de faire un raisonnement analogue à celui qui a été fait pour la 
base N. Il est alors évident que tout module de points entiers de 
dimension inférieure à n est un module de zéros si le plus grand 





(1) On peut prendre pour coefficients des équations adjointes les termes des 
autres lignes de S; on constitue ainsi un tableau B, dont les colonnes sont iden- 
tiques aux lignes de $S, en rangeant par exemple ces lignes ‘dans l’ordre n, 
n —1,...,1, afin que les coefficients des équations (7) constituent les p dernières 
colonnes. Mais B, étant modulaire sa forme réduite est [1], et, pour l’y ramener, 
il faut le multiplier par B71 dont les lignes sont identiques aux colonnes de S=1 
prises en ordre inverse. La base de €,, s’obtient en prenant les m premières lignes 
de B;!, donc les m dernières colonnes de S71. 

(?) Dans l’espace à trois dimensions, l’un de ces modules est l’ensemble des 
points de © situés dans un plan passant par l’origine, l’autre est l’ensemble des 
points sur la droite issue de o et perpendiculaire au plan (en supposant les axes 
rectangulaires); d’où la dénomination précédente. 
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commun diviseur de sa base est 1 et un sous-module d’un module 
de zéros si ce plus grand commun diviseur est supérieur AT 


Problèmes diophantiques. 


On peut grouper, sous le nom d'équations diophantiques (*), 
les équations et systèmes d'équations dont on cherche la solution 
en nombres entiers. Nous nous occuperons seulement ici des 
systèmes d'équations linéaires à coefficients entiers. On peut 
ramener à ce cas celui des systèmes d'équations et congruences 
linéaires ; en effet, on peut toujours remplacer la résolution de 
l'équation congruentielle à 7 inconnues 


PCR GATE) = 0 (mod. a) 
par celle de l’équation à n + 1 inconnues 
PALM) — ay = 0. 


Avant d'aborder le cas général, nous allons appliquer les 
méthodes et résultats précédents au cas bien connu d’une équa- 
tion linéaire à deux inconnues, ou, ce qui est équivalent, d’une 
congruence linéaire à une inconnue 


ax+by—=c 
ou 
aæ=cC (mod.b). 


Les valeurs de la forme £— ax + by pour x et y entiers 
forment un module de nombres dont la base est le plus grand 
commun diviseur d de a et b. D'ailleurs, en ajoutant à & la 
forme  — x, on obtient sans difficulté la base réduite du module 
de points (1n, £) 














Q ; b a 

d Nez le ele 
(ae 00 6 

d' MTs : STE À 





(!)} Cette dénomination n’est peut-être pas d’une très grande justesse histo- 
rique. Il semble bien que Diophante est le premier des géomètres grecs qui se 
soit occupé des équations indépendamment de leur origine ou signification géomé- 
trique; mais il ne semble pas avoir toujours fait une distinction bien nette entre 
la recherche des solutions entières et celle des solutions quelconques. 
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donc, en appliquant les résultats établis dans le cas général, 


ax + by = \d, 


be 
Ie xl=de. AN x |..4 d 
T1 4 


Pour que l'équation ait des solutions, il faut que c soit de la 
forme À d, c’est-à-dire soit divisible par le plus grand commun 
diviseur de a et b; s'il en est ainsi, les solutions sont données par 


b c a 


C 
À HA Eee V'ENPTRSTES 





Dans le cas de la congruence, les seules valeurs de x importent et 
pour avoir toutes les solutions distinctes (mod. b), 1l suffit de 
donner à 4, d — 1 valeurs incongrues (mod. d). 

Passons à un système de m équations à » inconnues; nous 
supposerons qu'on a fait au préalable l’étude algébrique du 
système et que les équations considérées sont les équations prin- 
cipales du système à résoudre, supposé possible; on a alorsm=n 
et le rang de la matrice À des coefficients est m. 

S'iles équations sont homogènes, leurs solutions sont les points 
d’un module de zéros; elles s'expriment au moyen de nñn—m 
indéterminées entières (1l est alors nécessaire que 7 soit plus 
grand que m) et d’une matrice dont nous avons indiqué une déter- 
mination pratique (‘). Les lignes d’une base P constituent un 
système de solutions particulières, qui est appelé par divers 
auteurs système de solutions fondamentales. Il y a une infinité 
de tels systèmes obtenus en remplaçant P par XP (E unimodulaire). 

Les mêmes calculs sont encore applicables pour m équations 
non homogènes 


> DA Put / 
(8) C1 —= U1; 62 — Up, .. En Ses 


pour qu'elles aient des solutions, il faut etilsuffitque (&, u2,..., um) 
soit un point du module AC formé par les points ( EST qe 


(1) La méthode de résolution ainsi donnée par adjonction de ? — m colonnes 
complémentaires et réduction du tableau ainsi obtenu n’est pas, en somme, 
différente de celle indiquée par Euler (œuvres posthumes), signalée ensuite par 
Jacobi et reprise définitivement par Hermite (cf. STIELTJES, Loc. cit.). = 


me 
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La vérification en est facile si l’on a mis la base de ce module sous 
la forme réduite B : il suffit de résoudre de proche en proche 
le système d'équations en À;, 


ee mt 
Un —= ne Cyns 
as 71 m—1 
Uyn-1 — Âyn Cm 1+ | ESA Cyn—1) 
nE® 0: 919 "0" 0.0: ea 0 eee) RE DS . CR | 


ÿ \ 
U; — ht + mich +... + FE 


et de vérifier si les À obtenus sont des entiers. S'il en est ainsi, 
les équations ont des solutions en nombres entiers données par Ja 
formule 


[Ps Ze ... Zn = Mi se Hp A1 .…. he KES: 


les u étant des indéterminées entières. En appelant P’ Ja matrice 
formée par les m dernières lignes de S, 


2 = pui baux P [A 5 An Lx P° 


La première partie du deuxième membre est la solution générale 
des équations sans deuxième membre £; —0, la deuxième parue 
est une solution particulière des équations proposées, c’est une 
expression des solutions, dont les analogues sont bien connues 
(voir Chap. I, p. 14-15). On voit aussi qu'une partie des calculs 
peut encore servir si l’on change les deuxièmes membres. 

On peut estimer que la condition ainsi trouvée pour la possibi- 
lité de solutions en nombres entiers n’est pas suffisamment symé- 
trique ou élégante. Une autre condilion a été indiquée par 
MM. Heger et Smith : pour que les équations (8) aient des 
solutions en nombres entiers, il faut et il suffit que le plus 
grand commun diviseur de la matrice des coefficients des £ 
soit identique au plus grand commun diviseur de cette 
méme matrice complétée par une ligne formée des deuxièmes 
membres (!). 


(:) Cette condition d’un énoncé en apparence plus simple que le précédent 
peut être en réalité plus difficile à vérifier; il faut, en effet, former les déter- 
minants des mineurs qui peuvent être en assez grand nombre et d'ordre assez 
élevé. Dans le cas de m = n, elle est identique à la résolution de l'équation par 
les formules de Cramer et à la vérification a posteriori que les solutions trouvées 
sont entières. 
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Le premier de ces plus grands communs diviseurs d est évidem- 
ment un multiple du second d'. Pour démontrer la réciproque, 
considérons les 7» équations homogènes à #2 + 1 inconnues 


ES SM LT à , È ; 
Xi=0, Xi ditiTr.. + Ann UiLo;, 


et cherchons la condition pour qu’elles aient un système de solu- 
tions entières où æ,4 soit égal à 1. On peut prendre pour base du 
module de zéros des : la matrice de type (m<+1, nr <+i1) 


O 





alors 11 faut et il suffit que v5— 1. Or, on peut exprimer de 
diverses facons le déterminant d’un mineur de cette matrice con- 
tenant la dernière colonne. D'une part, 1l est égal à 6, multuiphé 
par le déterminant d’un mineur de P, c’est-à-dire d’un mineur 
de S (p premières lignes, colonnes de rang &,, ..., &). Mais; 
d’après une propriété connue du déterminant adjoint, ce détermi- 
nant est égal au mineur de S7! obtenu en supprimant les p pre- 
mières colonnes et les lignes 7,, ..., 1); nous avons vu que ce 
déterminant est lui-même égal au mineur correspondant de A 
(suppression des lignes £,, ..., 1»), divisé par |A(B)|= d. D'autre 
part, en raisonnant de même sur la matrice P,, on trouve que le 
déterminant considéré est encore égal au quotient par d' du mi- 
neur de la matrice des coefficients des 7, obtenu par suppression 
des lignes de rang &,, ..., 1», et n, c’est-à-dire, en définiuf, du 
mineur de À déjà trouvé. Donc = =. = el la propriété est démon- 
trée (!). | 

On peut encore ranger parmi les problèmes diophantiques la 
recherche des tableaux à termes entiers vérifiant certaines condi- 
tions. Nous nous contenterons d'indiquer 1c1 deux problèmes posés 


(1) On peut notamment appliquer ce résultat à l’étude du système de con- 
gruences æ, = a; (mod. a;) qu’on rencontre dans l'étude d’une congruence de 
module composé, La condition de possibilité est que chaque différence |a;— a; 
soit respectivement divisible par le plus grand commun diviseur de «,, x. Com- 
parer aussi cette démonstration avec la note (1), page 55. 
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et résolus par Hermite et dont la théorie précédente fournit égale- 
ment la solution. 


1. Étant donnée une matrice M à termes entiers de type(m,n) 
et de rang m, trouver une matrice X à termes entiers de 
type (n— m, n)et de rang n — m qui forme avec la première 
un déterminant ayant une valeur donnée, multiple toutefois 
du plus grand commun diviseur de M. On peut traduire ce 
problème par l'équation symbolique 


M 
af.) AR (be. ce dde M}, 


M définit un sous-espace de dimension » et l’ensemble des points 
de € qui y sont contenus forme un module dont on sait déterminer 
une base M, (voir module rectangulaire); on a 


M=TxM, A(T)=—p.g.c.d.de M. 


Les lignes de M, sont les » dernières colonnes d’un tableau uni- 
modulaire ST! ; les » — m premières colonnes prises comme lignes 
forment une matrice N, qui, avec la précédente, constitue un 


me) 
A = Qu en 0 
N; 


Il est facile de déduire de là les solutions du problème proposé. 


tableau unimodulaire 


(ni) 
ul 
N; 


, 


Fa 


{M ne. , nr: , 
D'une part, tout tableau ee doit être égal au produit à droite 


M 1 v 


du tableau modulaire ( ) par un tableau à termes entiers Ÿ. 


1 


. . M, 
Mais le produit par (ai 
1 
mières lignes de > doit donner M. Cette matrice se compose donc 


) de la matrice formée par les m pre- 


du tableau T bordé de 7 — m colonnes de zéros. On peut alors 
décomposer la matrice des 7 — m dernières lignes de È en une 
matrice À formée par les m premières colonnes et un tableau Z 
formé par les » — m dernières colonnes, soit d’une facon symbo- 


ae M\ ou 
=(i; No 4 UN 


lique 
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mais alors 


kx(p.g.c. 4. M)=]|A(S)| = ACT) IS ACZM 
= |[A(Z)f, 


on à ainsi une restricuon pour le tableau Z, mais c’est la seule et 
À étant une matrice quelconque à termes entiers de type 
(n— m,m)et Z un tableau à termes entiers d'ordre n — m, 
tel que |A(Z)|= k, tout tableau 


a O M; RO 
pes == 
A 7 N;/ LA Ue D 
répond à la question et toutes les solutions du problème sont 
données par la formule 


X — AM, + ZN:. 


On peut énoncer ainsi le second problème ; 


Il. Trouver une matrice de type (n — 1, n) telle que les dé- 
terminants de ses mineurs aient des valeurs données. Si @,, 
ns -.., An.sont ces Valeurs et Si Li, Zoe, Ta CO 
quelconque de la matrice cherchée, on doit avoir 


BAT = oo mr An Ln —= O, 


donc chacune de ces matrices élant constituée par a — 1 points du 
module de zéros €»_, défini par cette équation, est une matrice 
de C»_1. Si M, estune base de €,_,, base qu’on sait pratiquement 
trouver, les déterminants des mineurs de M, sont 


di A An 
— y — 9 ... —— 3 d = di. A2 CROA Un ):- 
d d d FES 


Toute matrice de €,_, est de la forme EM, (E à termes entiers) 
L4 e . Œ; 
el les déterminants de ses mineurs sont A(E) x mr Toutes les 


solutions du problème sont donc données par la formule 


S< M; 


E étant un tableau à termes entiers quelconques, mais dont le 
déterminant est égal à d. 
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LES NOMBRES ET LES ENTIERS ALGÉBRIQUES. 


Nous allons, dans ces deux Chapitres, appliquer les considé- 
rations précédentes aux nombres algébriques. On appelle ainsi 
les racines réelles ou imaginaires d'équations algébriques à coeffi- 
cients rationnels ou entiers. Bien entendu, nous ne soulèverons ici 
aucune difficulté au sujet de l’existence de ces racines et suppose- 
rons acquis le théorème de d'Alembert (!). Ces nombres sont, en 
somme, les plus simples après les nombres rationnels et 1l semble 
naturel d’attacher une assez grande importance à leur étude. Ce 
fut d’ailleurs une des préoccupations essentielles d’Hermite qui 
voyait dans la recherche des propriétés particulières ou caracté- 
ristiques des nombres algébriques un des problèmes les plus im- 
portants de la Théorie des Nombres (?). À l’heure actuelle ce 
problème est loin d’être résolu ; mais une partie de la question a 
donné lieu, surtout en Allemagne, à des développements impor- 
tants; c’est l’extension à certains ensembles de nombres algé- 


(1) Toute démonstration de ce théorème, qui est vrai pour des coefficients 
quelconques, repose en général sur l’idée de continuité, c’est-à-dire sur une défi- 
nition du nombre irrationnel général, par exemple, au moyen d’une coupure. On 
pourrait chercher à montrer l'existence logique des nombres algébriques et de 
leur calcul à partir de la seule idée de nombre entier. C’est ce qu’a fait 
M. J. Drach dans TANNERY, /ntroduction à l’étude de la Theorie des Nombres, 
Paris, 1895. 

(2?) « Dans cette immense étendue de recherches qui nous a été laissée par 
M. Gauss», écrit-il à Jacobi, « l’Algèbre et la Théorie des Nombres me paraissent 
devoir se confondre dans un même ordre de notions analytiques dont nos con- 
naissances actuelles ne nous permettent pas encore de nous faire une juste idée. 
Peut-être cependant doit-on entrevoir qu'il appartiendra à cette partie de la 
Science, constituée ainsi sur ses véritables bases, d'offrir le tableau de tous les 
éléments, en nombre fini ou illimité, dont dépendent les racines des équations 
algébriques, séparés en types irréductibles et classés suivant leurs rapports 
naturels. » 
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briques des propriétés des nombres rationnels et des nombres 
entiers. C’est surtout de cette extension que nous nous occupe- 
rons 1CI. 


Polynomes et équations. 


Rappelons d’abord quelques notions élémentaires sur les poly- 
nomes et les équations algébriques; nous avons cité le théorème 
de d’Alembert, 1l entraîne l’existence de n racines pour une équa- 
ion algébrique de degré n et l’on sait que les fonctions symé- 
triques rationnelles de ces racines s'expriment rationnellement au 
moyen des coefficients. Les racines communes à deux équations, 
ou les racines d’un ordre de multiplicité déterminé d’une équation 
sont les zéros simples d’un polynome qu’on peut former par des 
opérations rationnelles à partir des polynomes premiers membres 
des équations données. 

Ces propriétés qui sont vraies, quels que soient les coefficients, 
montrent l’importance de la notion de domaine de rationalité. 
On appelle domaine de rationalité de a, 4, ..., ax l'ensemble 
des foncuons rationnelles à coefficients rationnels de 4, %, ..., ay; 
ceci peut l’étendre au cas où les 4 seraient en nombre infini. Si 
les coefficients d’une équation sont numériques, ce que nous sup- 
poserons toujours, le domaine de rationalité qu'ils définissent est 
un ensemble de nombres; on voit immédiatement comment, avec 
cette locution, on peut énoncer les principes rappelés. 

Mais on peut aussi envisager un domaine de rationalité R, 
numérique, défini a priori, et les polynomes dont les coefficients 
sont dans ce domaine, on dit, pour abréger, les polynomes de KR. 
On dit alors qu’un polynome de R est trréductible dans R s'il 
n'est divisible par aucun autre polynome (t) de R. Les poly- 
nomes irréductubles jouent en quelque sorte le rôle de facteurs 
premiers dans le domaine; tout polynome qui n’est pas irré- 
ductible est décomposable d'une seule façon en un produit de 
facteurs irréductübles, en ne distinguant pas un diviseur et son 





(1) Dans le cas où le domaine est l'ensemble de tous les nombres réels ou ima- 
ginaires, les seuls polynomes irréductibles sont tous les binomes du premier 
degré; dans le cas de l'ensemble des nombres réels, il faut ajouter à ces binomes 
les trinomes du second degré, somme de deux carrés. 
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produit par un facteur numérique; le plus grand commun diviseur 
d’un polynome G(x) et d'un autre F(x) irréductible dans le même 
domaine R, ne peut être que F lui-même ou une constante numé- 
rique. En rapprochant ceci des relations évidentes entre la divisi- 
bihité et les zéros, on obtient ce principe d’une application 
constante. 


Si un polynome G(x) de R admet un zéro d’un poly- 
nome F(x) irréductible dans R, G(x) est divisible par F(x) 
él) parsuite, admet tous les zséros de K (1). 


En effet, le zéro commun doit annuler le plus grand commun 
diviseur de F et G, qui, étant ainsi de degré non nul, ne peut 
être que F. 

Plaçons-nous maintenant dans le cas du domaine des nombres 
rationnels. Si l’on s'occupe surtout des équations et de leurs ra- 
cines, On peut loujours supposer que, après réduction des termes 
semblables, les coefficients des polynomes premiers membres 
sont des nombres entiers premiers entre eux; d’après une déno- 
mination de Gauss un tel polynome est dit primaire. L'intro- 
duction de ces polynomes est justifiée par la propriété due aussi 
à Gauss : 


Le produit FG de deux polynomes primaires est encore un 
polynome primaire. 


Nous allons montrer qu'il est impossible que les termes du 
produit soient divisibles par un nombre premier p; séparons 
dans F(x) les termes, s'ils existent, dont les coefficients sont 
divisibles par p, soit f(x) le polynome qu’ils forment 


Fr) = f(x) +o(r), p(T) = txt avt... 


(les x non divisibles par D), 


f(x) peut être identiquement nul, mais d’après l'hypothèse o(x) 
existe et l’on peut supposer 4,<0. De même, pour G(x), 


G(xz) = g(x) + y(x), y(T) = borV + Baav-1 +... 


(1) Dans les cours de Spéciales on démontre ce principe pour le domaine des 
nombres réels, c’est le théorème sur les racines imaginaires conjuguées. 
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Mais alors on a 
Fix) X G(x)— f(x) X g(z)— f(x) (rx) — 8g(x)y(x) = p(x)y(): 


Si tous les coefficients de FG étaient divisibles par p, il en serait 
de même des coefficients du polynome premier membre de cette 
égalité, mais ceci est absurde, car dans le deuxième membre, le 
coefficient 4,5, du terme de plus haut degré n’est pas divisible 
par P, % et P, ne l’étant pas. 

On peut donner des formes plus ou moins diverses à l’énoncé 
précédent; 1l en résulte notamment que : st un polynome à 
coefficients entiers est divisible par un polynome primaire, le 
quotient a ses coefficients entiers. Car, en mettant en facteur 
dans les termes de ce quotient leur plus grand commun diviseur, 


on peut le mettre sous la forme = f(æ), [ étant primaire; le poly- 
. sT . [4 A à . 
nome primitif est donc le produit de 7j par un polynome primaire 


(produit de deux tels polynomes); done - est un entier, et c’est 


a 
d 
ce qu'il fallait démontrer. On peut encore en conclure que si un 
polynome à coefficients entiers est décomposable en un produit 
de facteurs dans le domaine des nombres rationnels, on peut 
toujours supposer que ses facteurs sont à coefficients entiers. 

Remarquons en terminant que ces considérations s'étendent 
immédiatement à des polynomes à plusieurs variables F(x, y,3). Il 
suffit de ranger leurs termes par hauteur, ou ce qui revient au 
même, de faire le changement de variables indiqué par Kronecker 


ele y = 19, 3 nue 


w étant choisi assez grand ; à chaque terme du polynome en t ainsi 
obtenu correspond un et un seul terme de l’ancien polynome 
en æ, y, 3, et réciproquement. Les coefficients sont donc les 
mêmes et l’on a les mêmes réductions dans le produit de deux 
polynomes en +, y, z, et dans le produit des polynomes en t cor- 
respondants. 


Corps algébriques. 

D'après ce qui précède, un nombre algébrique & est toujours 
racine d’une équation F(x)=o, F(x) étant primaire et irré- 
ductible dans le domaine des nombres rationnels; ce polynome 
est en outre unique, au produit près par — 1 : lout autre polynome 
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F,(x) ayant « pour zéro est un multiple de F(x); s'il est irréduc- 
ble il n’en peut différer que par un facteur numérique et ce fac- 
teurest 1, si F, comme F est primaire. Le degré de F, qui est 
ainsi bien déterminé, est dit le degré du nombre algébrique 
et les n racines de l'équation, 41, 4, ..…., «,, dont l’une est «, les 
nombres conjugués de #; d'après le théorème sur les équations 
irréductibles, toute relation rationnelle à coefficients rationnels 
vérifiée par un nombre algébrique est vérifiée par tous ses conju- 
gués. Il est aussi commode, quoique moins usuel, de donner un 
nom à F(x), par exemple, le polynome ou l'équation fonda- 
mentale de x. Les nombres rationnels sont des nombres algé- 
briques de degré 1, donc sans conjugués. 

Les fonctions symétriques rationnelles à coefficients rationnels 
des n nombres conjugués de 4 sont des nombres rationnels. Cer- 
taines d’entre elles ont reçu des dénominations d’un usage assez 
commode : le produit o,a...u, est dit la norme de a: No); 
la somme + a><+...+ 0, est dite la trace (du mot allemand 
Spur); enfin le produit des carrés des différences 





I I .…. I = 
%1 Co .s An 
eee). Came). (an)? 
Co PRE. (an) 


est appelé le discriminant du nombre; c’est d'ailleurs, à un facteur 
numérique près, ce qu’on appelle habituellement le discriminant 
de l’équation fondamentale. 

Ceci posé, envisageons plusieurs nombres algébriques enjnombre 
fini &, 5, y et le domaine de rationalité qu'ils définissent. L’en- 
semble des nombres K(x, 6, y) ainsi obtenu est connu sous le 
nom de corps algébrique (1). Tout nombre de K 


m = (4, PB, Y) 





(1) Cette notion de corps qui remonte à Galois peut s’étendre en partant d’un 
domaine de rationalité plus général que celui des nombres rationnels. Mais alors 
on fait une distinction assez nette entre les éléments du domaine de rationalité et 
les éléments nouveaux introduits qu’on se propose plus ou moins de calculer au 
moyen d'expressions algébriques plus simples. Au contraire, dans ce qui suit, nous 
ne nous attacherons pas à la recherche d’une expression particulière des nombres 
algébriques, mais plutôt à l’arithmétique de l’ensemble des nombres du corps. 


C. 5 
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est encore un nombre algébrique. On peut le voir en éliminant 
a, 5, entre cette équation et les équations fondamentales de ces 
nombres; ou, ce qui revient au même, en formant les fonctions 
symétriques élémentaires de tous les nombres obtenus en rempla- 
çant dans © de toutes les façons possibles 4, 5, + par leurs conju- 
gués. Ces fonctions étant séparément symétriques par rapport aux 
di, Bj, ‘ya sont des nombres rationnels; ce sont les coefficients 
d’une équation dont 5 est racine; le degré de cette équation est le 
produit des degrés de 4, 8, y, mais comme elle n’est pas nécessai- 
rement irréductible, on peut seulement affirmer qu’on a ainsi un 
multiple du degré de 5. Il n’y a pas lieu d’attacher d'importance 
au nombre d’irrationnelles distinctes 0, 6, y, car, ainsi que l’a 
montré Galois, tout corps algébrique peut être engendré par un 
seul de ses éléments convenablement chotsti. 

Considérons en effet une fonction rationnelle à coefficients 
rationnels de 3 variables (autant que d'irrationnelles qui servent 
à définir le corps) ; 

Y(a, J,2), 


assujettie à prendre des valeurs distinctes quand on y remplace 
ZT, Y, & respectivement par les nombres conjugués de «, 6, y de 
toutes les façons possibles; on aura, par exemple, une telle fonc- 
uon en considérant ux + vy + (wz, u, v, w étant des fractions 
convenablement choisies (!). La fonction Ÿ étant choisie, soit w sa 
valeur pour #, 5,7, ce nombre w est dans K(2, $,7) et 1l en est de 


même de tout nombre de K(w). Pour démontrer la réciproque, 
formons le produit 


P(w,x) =[[1.- Ur, B;, yx)], 


j,k 


étendu à tous les nombres conjugués de 6 et y; D, d’après une 


(1) Pour montrer la possibilité de ce choix considérons toutes les différences 
possibles des valeurs de cette fonction prises deux à deux et séparons-les en trois 
groupes : celles qui ne contiennent ni &w, ni 6; celles qui contenant +, ne con- 
tiennent pas w; enfin celles qui contiennent w. Pour qu'aucune des différences du 
premier groupe ne soit nulle, il suffit de choisir non nul; ce choix fait, les 
valeurs de # qui annulent les différences du deuxième groupe sont en nombre 
fini, on peut donc choisir y rationnel et différent des valeurs précédentes ; de même, 
pour le choix de uw, et ainsi de suite s’il y a plus de trois irrationnelles. 


D — 
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remarque précédente, est une fonction rationnelle en w et.æ, à 
coefficients rationnels. Son numérateur F(x), considéré comme 
polynome en +, appartient au domaine K(w), il ne s’annule pour 
aucun des nombres conjugués de +, à l'exception de x lui-même, 
puisque d'après l'hypothèse aucun des facteurs du second membre 
n'est nul. Mais alors si f(x) = o est l’équation fondamentale de «, 
le plus grand commun diviseur de F et f a x pour seul zéro, il est 
donc du premier degré et est le quotient de ses coefficients. Or, 
f(x) étant à coefficients rationnels appartient a fortiori à K(w), 
il en est de même du plus grand commun diviseur et par suite de «. 
On le vérifierait de même pour $ et y et il en est par conséquent 
ainsi pour tout nombre de K(x, f,7); la démonstration est évi- 
demment générale. | 

Tout nombre qui peut ainsi engendrer un corps algébrique 
est dit un élément primitif du corps. Si w et w' sont deux élé- 
ments primitifs d’un même corps, © appartient à K(w’) et a un 
degré au plus égal à celui de w’; de même pour w' par rapport à w, 
il en résulte que les degrés de deux et, par suite, de tous les 
éléments primitifs du corps sont égaux, ce degré commun est 
dit le degré du corps. D'autre part, la démonstration précédente 
appliquée à K(w) montre que pour engendrer ce corps on peut 
remplacer & par toute fonction rationnelle à coefficients rationnels 


DD EU), 


pourvu que Ü(x) prenne n valeurs distinctes, quand on remplace x 
par les 2 nombres conjugués de w. On obtient ainsi de nouveaux 
éléments primitifs à parüur de l’un d’entre eux; c’est la seule façon 
d’en obtenir. En effet, si les n valeurs L(w;) d’une fonction A(x) 
ne sont pas distinctes, ces » valeurs sont racines d’une équation à 
coefficients rationnels de degré 7 mais à racines multiples; donc, 
l'élément du corps (w), racine particulière de cette équation, est 
de degré inférieur à 2 et ne saurait être un élément primitif. On 
voit en outre que tout élément imprimitif est de degré inférieur à 
celui du corps, ce qui permet de définir les éléments primitifs 
comme ceux de degré maximum. 

Si dans les fonctions qui constituent K(w), on remplace w 
par ses n conjugués, on obtient n corps, K(w;), K(wo), .…., K(wh), 
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dits corps conjugués de K. Aux valeurs w; réelles correspondent 
des corps réels formés d'éléments réels et à des couples de valeurs 
imaginaires conjuguées des corps imaginaires conjugués; on 
peut donc distinguer pour un corps donné, outre le degré n le 
nombre 7 de corps réels et le nombre 2s de corps imaginaires 
conjugués deux à deux (r+2s—n). Les nombres de ces corps 
se correspondent de facon biunivoque et à la somme ou au produit 
correspond la somme ou le produit; en outre toute relation à 
coefficients rationnels entre certains éléments d’un corps existe 
auss: entre les éléments correspondants de chacun des autres 
(puisqu'elle est, toute réduction faite, une relation en w et par 
suite vérifiée par tous les conjugués de w). Si l’on considère un 
élément primiuf w'— 4(w),1l lui correspond dans les n corps des 
éléments distuinets w, = 4(w;) qui vérifient l'équation fondamentale 
de w/; ce sont par conséquent les conjugués de w/, et chacun d’eux 
est primitif dans le corps auquel il appartient. Donc, de même que 
pour le degré, la définition et la correspondance des corps conju- 
gués est indépendante de l’élément primitif dont on se sert pour 
engendrer K. | 

Que se passe-t-1l pour un élément imprimiuf 5 — A(w)? Les nr 
nombres &;— L(w;) ne sont plus distincts ét le polynome 


F(x)=(x—wm;)(x—m2)...(æ —w) 


a des zéros multiples et par suite des diviseurs à coefficients ration- 
nels. Mais si f(x) = 0 est l’équation fondamentale de 5, elle est 
vérifiée par ©, &», ..., Gr; F(x) qui est divisible par f(x) ne 
peut donc avoir de facteur distinct de celui-là et en est une puis- 
sance exacte F(x)—][f(x)l|". Par conséquent, les nombres w; se 


à ; n À ; 

répartissent en — groupes de Æ nombres respectivement égaux aux 
7 5 
s ’ ; Er : PTE à 

racines d’une équation irréductible de degré 7; Par extension, 
Di, 9, ---, ©, SOnt encore appelés les conjugués de x. Il y a donc 
lieu de distinguer les conjugués d’un nombre algébrique au point 
de vue absolu, ou considéré comme appartenant à un corps donné; 
ces deux notions ne se confondent que si le nombre est primitif 
dans le corps. On fait la même distinction pour sa norme et sa 
trace. En particulier, les conjugués d’un nombre rationnel considéré 
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comme appartenant à un corps de degré # sont » nombres égaux (!) 


4 [22 
à 2 et sa norme et sa trace sont (2) ever Er Remarquons enfin 
q 


que le degré d’un élément imprimitif est un diviseur de », et qu'il 
> 17 \ 0 . 

n y a pas de tels éléments (2) (à l'exception des nombres ration- 

nels), si » est premier. 


Représentation des nombres d’un corps. 


Nous avons ainsi montré la possibilité de la réalisation pratique 
d'une arithmétique d’un corps algébrique K; chaque opération 
dans K se ramène à un calcul sur un élément primitif choisi, et la 
constatation de l'égalité de deux éléments à la divisibilité d'un 
polynome par le polynome fondamental F(x) de l’élément pri- 
mitif. Pour éviter cette dernière recherche il peut être commode 
d'avoir une représentation unique de chaque élément du corps 
au moyen de l'élément primitif. D'autre part, comme l’arithmé- 
que de K est identique à celle de ses conjugués, il est naturel de 
chercher une représentation unique des termes des n corps, pour 
laquelle 1l ne soit pas nécessaire de faire à l’avance une séparation 
des racines de l'équation F(x) — 0. 

Le premier de ces desiderata est rempli par le principe suivant : 


SE w est un élément primitif du corps, tout élément 5 de 
K(w) peut être mis sous la forme 
(1) = A9 + AU + AW? +... + An1 WT! (a; rationnels), 


et ceci d’une seule façon. 


Soit en effet Hfat}ien Oo l'équation caractéristique de w et consi- 
dérons un élément du corps 


J(w) 
g(w) 





ro RE 


(:) On peut rapprocher ceci de la définition d’un système simple [m], pour 
laquelle il est nécessaire de connaître l’ordre du tableau. On verra ci-après que 
ce rapprochement n’est pas tout à fait fortuit. 

(?) La recherche des éléments imprimitifs est surtout utile pour la résolution 
de l’équation. Toutes les notions précédentes s'étendent d’ailleurs immédiatement 
au cas d'un domaine de rationalité quelconque. 
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f(x) et g(x) étant des polynomes à coefficients entiers premiers 
entre eux (sinon on pourrait les diviser par leur plus grand commun 
diviseur à termes entiers), g(æ) et F(x) sont aussi premiers entre 
eux, sinon F diviserait g et g(w) serait nul, f(w) ne l’étant pas. 
Donc, par application du théorème de Bezout, on peut trouver 
P(æ) et Q(x) à coefficients rationnels tels que 


P(x)g(x)+ Q(x)F(x)=1, 
en remplaçant dans cette identité x par w, on obtient 
P(w) sCRIEITS w = /(b)P(S} = 27e 


On a ainsi mis 5 sous la forme d’un polynome en w, mais d’après 
Pidentité de la division, f(x) et le reste R(x) de sa division par F(x) 
prennent la même valeur pour w. Donc 5 —R(w) et, comme R 
estau plus de degré 7 — 1, on a bien une égalité (!) de la forme (x). 
Une telle représentation est en outre unique, car si deux poly- 
nomes de degré inférieur à n, R(x) et R'(x) prennent la mêmé 
valeur pour w, leur différence, de degré inférieur à », est identi- 
quement nulle ou divisible par F(x), et ce dernier cas est impos- 
sible. Cette démonstration fournit en même temps une méthode 
de calcul des éléments de K(w); 1l suffit de faire le calcul sur les 
polynomes (1), en considérant w comme variable, et en remplaçant 
à la fin ou dans le cours du calcul, toute fraction par un poly- 
nome (1) au moyen du procédé ci-dessus. 


Ceci établi, si nous envisageons simultanément les » conjugués 


T1, W2, +... On 


d’un terme de K, on peut considérer qu'ils représentent un point 
d’un espace à » dimensions, peut être semi-réel; on obtient ainsi 
un module de points 8. Mais, d’après ce qui précède, on peut 
trouver un tableau Q du module tel que tout point de & ait par 
rapport à Q des coordonnées rationnelles et réciproquement. 
En effet, en ayant égard à ce que l’égalité (1) subsiste si l’on 


(1) Cette méthode est en somme une extension très naturelle de l'exposé donné 
habituellement du calcul des imaginaires (point de vue des équivalences de CAucay). 
C'est xæ°+ 1 qui joue le rôle de F(æx); toutefois, dans le calcul des imaginaireson 
ne suppose pas les coefficients des fonctions rationnels; si on le faisait, on aurait 
l’arithmétique du corps K(à). 
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remplace 5 et w par leurs conjugués, et sans changer les 4, on 
peut l'écrire 


| [of] [n£] tue D n | == | Œo (241 das Un | EE Q, 
I I I 
0)! W9 O » 
Q— (wi }? (w9 }? se (On }? 
: (w: liés (99 21 Er (w} )?71 


et réciproquement, si les & sont rationnels, 5 est un nombre du 
corps. On peut, sans changer cette propriété, remplacer Q par 
tout tableau II — RQ, R à termes rationnels et à déterminant diffé- 
rent de o; ce tableau IT ainsi obtenu est constitué par n points 
de &; on peut même choisir arbitrairement ces n points pourvu 
toutefois que le déterminant de leur tableau ne soit pas nul. Un 
tel tableau W sera dit une base du corps. Le nombre r de 
colonnes réelles de cette base est égal au nombre des corps con- 
jugués de K qui sont réels; et de même pour 25s,1lest en effet 
impossible qu’une colonne correspondant à un corps imaginaire 
soit entièrement formée de termes réels, sinon la colonne corres- 
pondant au corps imaginaire conjugué serait identique à la précé- 
dénte et A(II) serait nul. 

Mais si cette représentation géométrique est bonne quand il 
s'agit de la somme des nombres du corps (et nous nous en servi- 
rons ultérieurement dans ce but), elle ne l’est plus pour le produit, 
cette opération n'élant pas invariante pour un changement de 
coordonnées. On a une représentation plus appropriée en faisant 
correspondre à tout nombre w du corps le tableau canonique 


[w, T2, ...) Sn]; 
ou tout tableau 


X= P|w,w, ...,w,]P-1, A(P)o. 


A toute fonction rationnelle de plusieurs nombres du corps ou de 
leurs conjugués correspond la même fonction rationnelle des 
tableaux X correspondants (voir les ensembles abéliens de 
tableaux, premier Chapitre). L'intérêt de cette représentation 
est qu'on peut choisir P de facon que tous les tableaux X aient 
leurs termes rationnels ; il suffit de prendre pour P une des bases TI 
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du corps. En effet, si &, 8, ..., À sont les nombres qui const- 
tuent IT, les nombres 45, 55, ..., Àm appartiennent au corps, d'où 
les n égalités, les a, b, ..., l étant des nombres rationnels, 

[aim Gomes ... anwn | = [| & ... ax || XL, 

I Bmw: Da 9 ….. Braun L= NI PEN I, 

I M wi À2 Do ... An On = RÉTRES ln I X I, 


qui sont équivalentes à l'égalité entre tableaux (1) 


Ai en 

DIRE EEE 

(2) Don, er ALL À n 
RES Ne. 


Les lignes du tableau sont les coordonnées relatives par rapport 
à IT des points de R correspondant à #5, 95, ..., Àm. 

L'opérateur commun des tableaux étant ainsi choisi égal, à une 
dilatation près, à l’une des bases du corps K(w), tous les tableaux 
à termes rationnels correspondant aux nombres de K forment un 
ensemble abélien (où la multiplication est commutative); cet 
ensemble n’est pas extensible, c’est-à-dire que tout tableau Y à 
termes rationnels permutable avec les tableaux de l’ensemble 
appartient aussi à l’ensemble et correspond à un seul nombre 
du corps. En effet, si X, est un tableau correspondant à un élé- 
ment primitif, l'équation en À de X, n’a pas de racines doubles 
et Ÿ permutable avec X, a même opérateur, soit II. D'autre part, 
toute racine de l’équation en À de YŸ s'exprime rationnellement au 
moyen des termes de Ÿ qui sont rationnels et des termes d'une 
colonne déterminée de Il; donc cette racine appartient à un des 
corps conjugués de K et Y est de la forme (2), son tableau cano- 
nique étant formé par les coordonnées d’un point de &. 

La norme d’un nombre de K est égal au déterminant du 
tableau correspondant, la trace à la somme des termes de la 


. , , . N / . P me 
diagonale principale; enfin aux nombres rationnels =; qui appar- 


Uuennent tous au corps, correspondent les systèmes simples 2] qui 
appartiennent tous à l’ensemble des tableaux. 


(*) Ce calcul n’est pas, en somme, différent de celui indiqué par Hermite pour 
la transformation de Tschirnhausen. 
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Ce qui précède fournit un moyen de constituer & priori un 
corps algébrique, ou plutôt un ensemble de tableaux qui lui 
corresponde. Il suffit de se donner un tableau X à termes ration- 
nels dont on a pu vérifier que l’équation en À était irréductible, 
ou encore de se donner cette équation f()—o (ses zéros 
étant &4, O2, ..., &,) et de chercher un tableau à termes ration- 
nels qui l’admette pour équation (!) en À. Alors, tous les tableaux 
à termes rationnels permutables avec X forment un ensemble 
dont les éléments correspondent univoquement aux nombres 
des nr corps conjugués K(w;). Le tableau X peut, en elfet, être 
mis sous la forme (2); l’ordre des w; étant arbitrairement choisi, 
l’opérateur de X est défini à une dilatation près, les rapports 
mutuels des termes de la £°"* colonne sont des fonctions ration- 
nelles à coefficients rationnels de w;, c’est-à-dire des nombres 
de K(w;), les rapports mutuels des termes dans les autres colonnes 
sont les nombres correspondants des corps conjugués de K; donc 
on peut, en disposant de la dilatation arbitraire, supposer que cet 
opérateur est une base de K(w); on est alors ramené à la discus- 
sion précédente. 


Entiers d’un corps. 


Que l’on considère les nombres algébriques d’un corps ou leur 
représentation par des tableaux, on obtient un ensemble où sont 
possibles les quatre opérations élémentaires. On peut donc dire 
qu'il jouit des propriétés des nombres rationnels (il contient 
d’ailleurs tous ces nombres). Peut-on, parmi les nombres du corps, 
choisir des nombres particuliers dont l’ensemble © jouisse de pro- 
priétés analogues à celles de l’ensemble des entiers ordinaires? 
Il faut d’abord que toute fonction entière à coefficients entiers 
de plusieurs termes de © soit dans © (c’est là la définition ordi- 
naire d’un domaine d'intégrité dans un domaine de rationalité); 
nous y ajouterons la condition que les termes de © se déduisent 


(!) On verra aisément comment on peut constituer un tel tableau à partir de 
cette équation. On peut d’ailleurs exposer ce mode de représentation sans se 
servir de l'existence des racines en tant que nombres irrationnels complexes. 
On répondrait ainsi aux desiderata de M. Drach et l’on aurait une preuve plus 
tangible de l’existence logique des racines. 
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7 
par addition et soustraction d’un nombre fini d’entre eux (!) 
(de même que les entiers ordinaires se déduisent de l'unité par 
addition et soustraction). Il est assez curieux, et c’est même l’un 
des points essentiels de cette théorie, que ces propriétés de l’en- 
semble © conduisent à des conditions indépendantes du corps K 


pour les nombres qui constituent ©. 


La condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre 
alsgébrique du, corps K fasse partie d’un tel ensemble © est 
qu'il soit racine d’une équation : 


(3) aN+ a aN-1+,,, =o (a entiers). 


Toute racine d’une telle équation est dite, pour cette raison, 
entier complexe. 


Soit d’abord un ensemble © de nombres d’un corps et suppo- 
sons qu'on puisse déduire chacun de ses termes par addition 
et soustraction de p d’entre eux, 4, $, ..., À. C’est dire que 
chaque élément de © est une combinaison linéaire et homogène 
à coefficients entiers de x, 8, ..., À. Alors, si w est un nombre 
de ©, il en est de même de #5, 5, ..., Àw, et l’on doit avoir: 


mr—=ala+ais +...+ ap, 
mi aju+aib+...+ ap}, 


wÀ = alu + a +... + aPX, 


les a étant des entiers ordinaires. En considérant ces égalités 
comme des équations en 4, 6, ..., À, on en déduit 


10; 


AP 7 


1 
a} F AE D 


c’est dire que w vérifie bien une équation SRI forme (3). 


(1) On vérifie sans peine que ces propriétés ne sont vérifiées dans le corps des 
nombres rationnels que par des ensembles formés d’entiers ordinaires (multiples 
d’un même nombre). 

(?) Il est à remarquer que, pour cette démonstration, on n’a ‘pas utilisé 
l'hypothèse que les nombres sont algébriques. On prouve donc encore (ainsi que 
la établi M. Dedekind) qu’un ensemble de nombres, vérifiant les deux conditions 
imposées à À, est nécessairement formé de nombres algébriques. 
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Avant de démontrer la réciproque, indiquons quelques pro- 
priétés des entiers complexes ainsi définis. L’équation fonda- 
mentale F(+) = 0 d’un tel entier « est aussi de la forme (3), car, 
F étant primaire, d’après la propriété de Gauss, tout polynome 
à coefficients entiers f(x} ayant & pour zéro est le produit de F(x) 
par un polynome à coefficients entiers, donc le coefficient du 
terme de plus haut degré de F est un diviseur de celui de f ; si ce 
dernier est égal à + 1,1il en est de même du premier. Ceci conduit 
à une autre définition des entiers complexes : ce sont des nombres 
algébriques tels que les fonctions symétriques élémentaires 
et, par suite, toutes les fonctions symétriques entières à coefji- 
cients entiers de leurs conjugués (le nombre considéré en lui- 
méme ou comme appartenant à un corps) sont des nombres 
entiers rationnels. En paruculier, les entiers complexes de degré 1 
(ou rationnels) ne sont autres que les entiers ordinaires. Enfin, 
dans un corps, 1l existe bien une infinité d’entiers complexes et 
tout autre terme est le quotient d’un entier complexe par un entier 
ordinaire ; en effet, siw est un nombre de K et &ç un dénominateur 
commun des fonctions symétriques élémentaires de w, le nom- 
bre a,w appartient à K et les fonctions symétriques élémentaires 
de ses conjugués sont des entiers. Si w est primitif, l’entier 4,w est 
également primitif. 

Ceci acquis, pour démontrer que la condition est suffisante, 
nous allons établir que tous les entiers complexes d’un corps K 
forment bien un ensemble © répondant aux conditions imposées. 
D'une part, une fonction entière à coefficients entiers de plusieurs 
entiers complexes de K, 4—vo(a, 6,y) est un nombre de K; 
si l’on considère les fonctions symétriques élémentaires des conju- 
gués de 4 (considéré comme appartenant à K), ces fonctions étant 
symétriques par rapport séparément aux conjugués de o, de & 
et de y, sont des entiers ordinaires et 4 est bien un entier com- 
plexe. D'autre part, considérons, dans le module de points &, ceux 
des points (%,%,...,4n) qui correspondent aux entiers com- 
plexes de K. D’après ce qui précède, ces points forment un sous- 
module & de 8; ce module est de dimension n, car si « est un 
entier complexe élément primitif, le tableau À formé par les r 
points de & correspondant aux »# entiers 1, &, (æ)?, ..., (æ)®1 
a un déterminant non nul, puisque & est primitif (c’est la racine 
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carrée du discriminant de &). Enfin & est type, car les inégalités 
La | <e, [aæ|<e, .., fat 


entraînent une limitation supérieure pour les fonctions symétriques 
élémentaires des 4;, qui sont des entiers; elles ne peuvent donc être 
vérifiées que par un nombre fini de points de &. Donc, tous les 
entiers complexes d’un corps de degré n se déduisent par addi- 
lion et soustraction de n d’entre eux. | 

Tout tableau de base T du module &, défini à une équi- 
valence près, est appelé une base des entiers (‘) du corps. Le 
nombre [A(T)|? qui estune fonction symétrique d’entiers conjugués 
est un nombre entier positif ou négatif, qu’on appelle le discri- 
minant du corps. La raison de cette dénomination est que, si l’on 
considère un entier complexe 4, élément primitif du corps, et le 
tableau À correspondant, ce tableau étant de €, on a A = ST, 
S à termes entiers; donc [ A(A)/}?, qui est le discriminant de à, 
est le produit du discriminant du corps par le carré d’un 
entier rationnel (?). 

Une base des entiers T est à fortiori une base du corps, 
donc A(T) est réel ou imaginaire et le discriminant | A(T) 
positif ou négatif suivant la parité de s, nombre de couples de 
corps imaginaires conjugués parmi les corps conjugués de K. En 
outre, toute base du corps est le produit à gauche de T par un 


I 
tableau à termes rationnels, donc de la forme | >c'S MS 


termes entiers, ce qu'on peut écrire 


n=|5]xsxT=(sxrx|2], 


le produit à droite par | est une dilatation et (Sie est un 


tableau du module &; donc, dans une représentation des nombres 
du corps par des tableaux, on peut toujours supposer que l’opé- 
ralteur Commun a pour colonnes » systèmes de x entiers conjugués. 





(1) M. Dedekind appelle base l’ensemble des nr entiers auxquels correspondent 
les points de T. 

(*) Dans certains corps, on peut trouver des entiers complexes tels que le 
tableau A correspondant soit une base des entiers, mais il n’en est pas ainsi en 
général. 


LES NOMBRES ET LES ENTIERS ALGÉBRIQUES. ir 


Dans une telle représentation, à tout tableau à termes entiers 
correspond un entier complexe du corps, puisque l’équation en À 
d’un tel tableau est nécessairement de la forme (3). La réciproque 
n’est pas toujours exacte (!), nous verrons au Chapitre suivant 
une condition nécessaire pour qu'elle le soit; on peut en tous cas 
montrer déjà que, sc l'opérateur commun des X est une base T 
des entiers du corps, à tout entier complexe correspond un 
tableau à termes entiers (et réciproquement). Supposons qu'il 
en soit ainsi et que T soit formé des entiers 4, $, ..., À. Alors, si 
un tableau X correspond à l’entier w, les lignes de X sont les 
coordonnées relatives des points de KR, 


(4101, MW), ..…, An Un), (Bit, Pr, …, buw), perl OO Â2W2,.….,An@n) 


par rapport à T; les nombres aw, $w, ..., Àw étant entiers com- 
plexes, ces coordonnées relatives sont entières rationnelles, ce qui 
démontre le théorème. Dans ce cas, si A,, A:, ..., A, sont les 
tableaux correspondants aux r entiers de la base T, ou d’une 
autre base, tout tableau correspondant à un entier complexe 
du corps est donné par la formule 


[a ]Ai+[to]Ao+...+[rr]A» (æ\ entiers), 


et réciproquement. 


(1) Un changement d’opérateur revient, en effet, à remplacer tout tableau #4 
par X'= PXP-1, P à termes rationnels. On en déduit aisément que, si X n’est pas un 
système simple, on peut choisir P de façon que X'ne soit plus à termes entiers, Si 
l'on considère dans un tel ensemble les tableaux à termes entiers, les entiers com- 
plexes correspondants forment un ensemble, inclus dans l’ensemble de tous les 
entiers, vérifiant les propriétés imposées à OÔ et contenant en outre tous les entiers 
ordinaires (systèmes simples), c’est ce que M. Dedekind appelle un ordre 
et M. Hilbert un anneau (Ring). 
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CHAPITRE V. 


L'ARITHMÉTIQUE DES ENTIERS D'UN CORPS. 


Divisibilité des entiers algébriques. 


La définition des entiers complexes est indépendante du corps 
qui les contient; on peut donc considérer l’ensemble de tous les 
entiers complexes algébriques (‘). Tous les nombres algébriques 
se déduisent des termes de cet ensemble par division par des entiers 
ordinaires. 

On pourrait espérer étendre l’ensemble des entiers algébriques 
en y adjoignant les racines d'équations algébriques 


f(xæ)=2m+<axm-1+ arme... +<aüm=0 (a; entiers complexes). 


Mais ceci n’est pas une extension, car les r'acines d’une telle 
équation sont encore des entiers algébriques. En effet, si l’on 
considère le corps K, de degré n, défini par les a; et tous les poly- 
nomes fi, f2. ..., fn obtenus en remplaçant dans f les coefficients 
par leurs conjugués dans les z corps conjugués de K, le polynome 


F(x)=[fi(z)] fe). [fr (æ)] 


a ses coefficients entiers, son terme de plus haut degré étant x??? ; 
les zéros de f, étant des zéros de F, sont donc bien des entiers 
algébriques. 

Toutes les propriétés qui, pour les entiers ordinaires, dérivent 
des propriétés de laddiuion, de la soustraction et de la multuiplica- 
üuon s'étendent manifestement aussi bien à l’ensemble de tous les 
entiers complexes qu’à l’ensemble des entiers d’un corps. Il n’en 
est plus de même de celles qui dérivent de la notion de division 





(1) Cet ensemble est dénombrable, de même d’ailleurs que celui des nombres 
algébriques (voir E. BorEL, Leçons sur la théorie des fonctions); nous n’aurons 
pas besoin pour ce qui suit de ces considérations. 
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ou de partie entière, celte notion ne se transportant pas aux entiers 
complexes (!). En particulier, on ne peut étendre sans précautions, 
ni même, comme nous le verrons,sans modifications, les propriétés 
de divisibilité. | 
Nous dirons encore qu’un entier algébrique « est divisible par 
o 
| P 
corps K(x, 6), est aussi un entier complexe; les mots diviseur 
et multiple s'étendent d'eux-mêmes. Si, dans l’équation fonda- 
mentale d’un entier complexe «, le terme constant est aussi égal 


un entier $ si le quotient +; qui est un nombre algébrique du 


A A E, s g i! 
à + 1,c'est-à-dire si la norme de: est 1, le nombre algébrique - 


. . (e À . 
est encore un entier complexe; 1l en est de même de -; # entier 
o 


complexe quelconque. Donc, tout entier est divisible par un tel 
entier s qu'on appelle, pour cette raison, une unité complexe. 
L'existence des unités complexes est immédiate; on voit, par un 
raisonnement analogue à celui fait pour l'équation fondamentale 
d’un entier, qu’il suffit de prendre les racines des équations, 1rré- 
ductibles ou non, à coefficients entiers, ayant 1 pour coefficients 
des termes extrêmes. Nous verrons ultérieurement qu'il en existe 
aussi, en général, une infinité dans un corps donné. 

Dans le cas d’une représentation des entiers complexes d’un 
corps, par des tableaux à termes entiers, on vérifie la divisibilité 
d’un entier & correspondant au tableau A par un entier $ corres- 


A = LT — A (0,2 A 
pondant à B, en cherchant si AB! (correspondant à . est à termes 


entiers; aux unités correspondent les tableaux de l’ensemble qui 
sont unimodulaires. 

. L'existence des unités entraîne une première complication dans 
l'étude de la divisibilité; si un entier complexe admet un divi- 
seur «, il est aussi divisible par le produit de & par toutes les 
unités (de l’ensemble de tous les entiers, ou seulement du corps 
suivant le cas). On peut y obvier partiellement en convenant de 
ne pas distinguer, au point de vue de la divisibilité (c’est-à-dire 





. (!) Dans le cas des entiers d’un corps, on peut considérer qu'une modification 
de cette notion est constituée par la propriété indiquée par Hurwitz: Étant 
donné un nombre p d’un corps, on peut trouver un entier complexe p. du corps 
et un entier rationnel h, ce dernier limité supérieurement lorsque le corps est 
déterminé, de façon que la norme de hp — y soit inférieure à x. 
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lorsqu'on emploiera les mots diviseurs ou multiples) entre un 
entier et son produit par une unité. Ceci convenu, les propriétés 
de la divisibilité d’une somme ou d’un produit par un enter «, 
lorsque & divise les deux termes de la somme ou un terme du 
produit sont encore vraies ainsi que leurs conséquences. Il n’en 
est plus de même de l’existence ou des propriétés des nombres 
premiers. D'une part, st l’on envisage l’ensemble de tous les 
entiers complexes,un entier $ (non unité) a toujours une tnfinité 
de diviseurs distincts (au sens indiqué), par exemple les racines 
des équations 
TM — 3 —= (0: 

Si, d’autre part, on considère les entiers d’un corps, en raison- 
nant par exemple sur les tableaux représentatifs, il existe en 
général (!) une infinité de tableaux X de l’ensemble tels que AX=1: 
soit à termes entiers. Mais ces tableaux ayant des déterminants au 
plus égaux à A(AÀ) appartiennent à un nombre fini de systèmes 
de tableaux équivalents entre eux (Chapitre IIT). Or, quand deux 
tels tableaux sont équivalents X — EX’, È correspond à un entier 
du corps qui est nécessairement une unité, donc À n’a qu’un nombre 
fini de diviseurs distincts; on peut en conclure l'existence des 
nombres premiers, c'est-à-dire sans diviseurs, autres que les 
unités du corps ou leurs propres produits par ces unités. Mais 
il peut alors arriver qu'un tel nombre premier divise un produit 
sans diviser aucun des facteurs (?). 

La démonstration de la propriété de Gauss sur la décomposition 
en facteurs d’un polynome à coefficients entiers ne peut donc pas 
s'étendre. On doit à Kronecker une modification de cette pro- 
priété, applicable à l’ensemble des entiers algébriques et dont nous 
nous servirons par la suite (°) : 

Siun polynome 


Ft) = dort + aæmm—1i+.., 





(1) Sauf le cas du deuxième ordre imaginaire, comme nous le verrons ultérieu- 


rement. 
(?) On peut sans peine constituer des exemples de ce phénomène. ( Voir la 


Note II.) 

(®) M. Dedekind a utilisé pour sa théorie des corps algébriques ( DIRICHLET- 
DEDEKIND, Zahlentheorie, {4° édition) un cas particulier de la propriété de 
Kronecker, l’un des facteurs étant du premier degré. 
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à coefficients entiers algébriques est décomposé en un produit 


de deux facteurs f(x), g(x), 


(LI Bo x” SE B: æn—1 ee 
gt) = Rare Pior-i +, …., 


rt CG dl! 
tout produit ff; d'un coefficient quelconque de f par un 
coefficient quelconque de g est un entier algébrique. 


La propriété est d’abord évidente pour 8, 85—= 49. Désignons 
M 0,0 .. dn les, zérosEde, j. et parÿi, Yan. 0Yn Ceux 
de g (ce sont des nombres algébriques, zéros de F) et évaluons le 





produit 
B; B’ B; B'; k 
J — I IE — Lis ses y d ee a }) 
0 Bo Da o( 1 1) (y1 19: ) 


c’est une fonction rationnelle entière des zéros de F de degré 1 
par rapport à l’un quelconque d’entre eux. Remplaçons alors dans 
cette expression les æ par chaque groupement de n des racines 
de F et les y par les n! autres racines; l’ordre des racines dans 
chaque groupement est indifférent puisque © et Ÿ sont symé- 
triques. On obtient ainsi N — C7, nombres 3,, 3:, ..., z\ dont 
les fonctions symétriques élémentaires sont des fonctions symé- 


triques des zéros de F. Posons 
P(z)=(32—31)(3— 3)...(2—2N)= 2N+ 0 NE Go aN 2... 


Ô; est une fonction symétrique entière de degré r, des zéros de F, 
Axe 
—, donc encore 


donc une fonction entière de degré £ des quotients : 
0 


le quotient d’un entier algébrique par (4). On peut alors 
écrire D(3) 








P(z) = 2N\+ MN DO CN jp IN 
a (%o )? (20 )\ 
. l 
EE est un zéro de ce polynome et Bi" est un zéro du polynome 
0 
CU 


(ao )N s(2) DER SE ENYr RTE: NE YN: 
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les étant des entiers complexes, tout zéro de ce polynome est un 
entier complexe et la proposition est démontrée (!). 

Une conséquence immédiate de ce théorème est que tout entier 
complexe diviseur commun des coefficients « de F est aussi un 
diviseur de tous les produits f;8:. Remarquons encore, comme 
pour le théorème de Gauss, que la même propriété s'étend au cas 
d’un polynome à plusieurs variables produit de deux polynomes. 


Idéaux d’un corps. 


Revenons à l’ensemble des entiers d’un corps K(w), soit & le 
module type de points correspondants et T une base de &. Consi- 
dérons ainsi que nous l’avons fait au Chapitre Il pour le plus grand 
commun diviseur des entiers ordinaires, plusieurs entiers déter- 
minés du corps, 4, $,..., même en nombre infini, et l’ensemble 
de tous les entiers de K 


(1) za+yB+..., 


obtenus en remplaçant x, y, ... par tous les entiers de K. Cet 
ensemble n’est plus nécessairement identique à l’ensemble des 
multiples d’un entier complexe. M. Dedekind a tourné la diffi- 
culté en attribuant à ces êtres une existence propre et en étudiant 
leur arithmétique (?); nous avons déjà fait une convention ana- 
logue pour les entiers ordinaires en représentant par (a, b, ...) 
l’ensemble des multiples du plus grand commun diviseur de 
a, b, .... Même dans le cas d’un corps, où tous les ensembles 


précédents seraient identiques à des ensembles de muluples, 1}. 


y aurait encore intérêt à considérer de tels ensembles plutôt que 
les diviseurs communs de leurs termes, car ces diviseurs ne sont 
définis qu’au produit près par les unités du corps. Un tel ensemble 
est appelé un idéal et désigné par 


(1) Cette démonstration est due à M. Hurwitz (Gott. Nachr., 1897). On 
trouvera d’autres démonstrations intéressantes du même théorème dans le livre 
de J. KôN1G, Æinleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Grôssen. 

(?) Kummer avait imaginé d'admettre pour les nombres d’un tel ensemble 
l’existence d’un facteur commun ideal, idéal étant pris au sens ordinaire 
du mot. 
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pour rappeler les entiers qui servent à le définir. En n’explicitant 
pas ces entiers, on peut encore définir un idéal d'un corps, 
un ensemble d’entiers complexes de ce corps, tels que : 


1° Cet ensemble contienne le produit de l’un quelconque de 
ses termes par tout entier du corps; 

2° Il contienne la somme et la différence de deux quelconques 
de ses termes. 


Un idéal est dit principal et désigné par [w], conformément 
à la notation précédente, s’il se confond avec l’ensemble des mul- 
tiples de w; w n’est alors défini qu'à un produit près par une 
unité. Dans le cas où w est lui-même une unité, l'idéal qu’on 
peut désigner par [1] est confondu avec l’ensemble des entiers 
du corps; pour qu'il en soit ainsi, il suffit de vérifier qu'il contient 
une unité. 

Si à chaque entier $ de l'idéal nous faisons correspondre le 
point (6,, B2, ...,6,) on obtient, d’après la deuxième condition, 
un sous-module .& de &. Ce module est de dimension n, car 
_ d’après la première propriété, le tableau 


FE X [B1, G2, .….., BG], 


de déterminant non nul, est formé de points de 4; donc 4 est 
type, sa base est de la forme P x T (P à termes rationnels, défini 
à une équivalence près), et tous ses points sont donnés par la 
formule 


Cl 2:07, | < PT: (entiers rationnels), 


un idéal peut donc étre considéré comme défint au plus par 
n nombres. Nous dirons que P est une base relative de l'idéal, 
c’est en effet une base du module lorsque l’on considère des 
coordonnées relatives à T; on peut toujours supposer que P a 
été mis sous la forme réduite d'Hermite. 

Ce n’est pas un tableau quelconque, et il n’est pas sans intérêt 
d’en donner une propriété caractéristique : pour qu'un tableau 
de &, donc de la forme P KT, soit une base d’un idéal de K, 
il faut et il suffit que tous les tableaux 


GPTL, de RTE (x entier de K) 
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sotent à termes entiers rationnels, c’est-à-dire encore qu’en pre- 
nant PT pour opérateur d’une représentation des nombres d’un 
corps par des tableaux, à tous les entiers complexes corres- 
pondent des tableaux à termes entiers. Exprimons que le produit 
d’un entier de l'idéal par un entier du corps est encore un entier 
de l'idéal, il suffit d'écrire cette égalité pour les matrices de 
type (1, 2) correspondant à chacun de ces entiers. Il faut que, 
quels que soient les entiers rationnels x;, il leur corresponde des 
entiers y; tels que 


(2) [T1 de ... Zn X PT[as mo, ..., as] = |] y ÿe -.. Yn XPT 
ou 
(2 bis) [T1 T2 +. La DE, 102] CR ROm Enr Va + VAN 


Ceci exige que le tableau du premier membre soit à termes 
entiers rationnels, quel que soit l’entier à du corps. 

Réciproquement, si l’on a une représentation des entiers com- 
plexes par des tableaux à termes entiers, on peut supposer que 
l'opérateur est un tableau PT de &. Alors, quels que soient les 
entiers rationnels + et l’entier à du corps, 1l leur correspond des 
entiers y définis par l'égalité (2 bis), et par conséquent vérifiant 
l'égalité (2). Donc, aux points du module de base PT corres- 
pondent des entiers du corps vérifiant les deux conditions de défi- 
nition d’un idéal. 

La propriété précédente conduit à un moyen pratique de re- 
cherche des idéaux d’un corps ou plutôt de leurs bases relatives. 
En supposant toujours que l'opérateur est une base des entiers et 
en considérant les n tableaux A; correspondant aux x entiers d’une 
base, 1l suffit de chercher tous les tableaux P à termes entiers, 
définis à une équivalence près, mis par exemple sous la forme 
réduite d'Hermite, et tels que 


PAPE PA SPEE RINNNEEER 
soient à termes entiers ; il en sera de même de tout Tableau 
PAP = P([æ1]A1+ [To ]Ao +. 1 [Ta |A 2) PS8 


A correspondant à un entier quelconque du corps. On peut encore 
indiquer une condition, moins pratique, pour qu'un idéal donné 
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par une base relative P soit principal. Pour un tel idéal [w] on a 
immédiatement une base qui est T <[w,,w:,...,w,]. Done, 
pour que l'idéal de base PT soit principal, il faut et il suffit 

PT équivalent à T[w:, 62, ...,w] 


ou 
PéquivalentaT{[uw;,:.+/w,]T=t 


c'est-à-dire que P doit être équivalent à un tableau du corps et 
réciproquement. 

En se laissant guider par l’analogie avec les ensembles de mul- 
üples dans l’arithmétique des entiers ordinaires, on est conduit 
sans peine à la notion de divisibilité des idéaux. Si un entier 
ordinaire & est divisible par b, l’ensemble des multiples de a est 
contenu dans l’ensemble des multiples de b; nous dirons par 
extension qu’un idéal À est divisible par un idéal w%, st tous 
les nombres, ou points, de À sont contenus dans w. C’est dire 
que À est un sous-module de 4», on en déduit immédiatement 
(Chap. 11) une relation entre leurs bases relatives P et T, il faut 
et 1] suffit que 


PS0, S = PQ=1 à termes entiers. 


Nous dirons encore que % est multiple de 15 et 15 diviseur de X ; 
manifestement tout multiple de 15 est aussi multiple de tout divi- 
seur de 1%». Un idéal admet au moins comme diviseur lui-même 
et l'idéal [1]; il ne peut en avoir qu’un nombre fini, car les 
tableaux X à termes entiers tels que PX7! soient à termes entiers 
ont leur déterminant limité [inférieur en valeur absolue à [A(P)|] 
et par conséquent se répartissent en un nombre fini de systèmes 
(Chap. IT). On en déduit, comme en arithmétique ordinaire, 
l'existence d’idéaux premiers, c’est-à-dire d'idéaux n'ayant 
d’autres diviseurs qu'eux-mêmes et l'idéal [1]. Au contraire, 
il existe une infinité de multiples d’un idéal 4; tous les idéaux 
principaux [a], « étant un entier de 4, ont leurs termes contenus 
dans 4, donc sont des multiples de . 

On peut étendre aux idéaux les propriétés du plus petit mul- 
tiple commun et du plus grand commun diviseur de plusieurs 
nombres. Soient plusieurs idéaux en nombre fini &, 15, ...,1lya 
des entiers communs à tous ces idéaux, par exemple les produits 
28, ..., d’entiers appartenant respectivement à 4, 4%, .... Tous 
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ces entiers forment un idéal A, la différence de deux d’entre eux, 
ou le produit de l’un par un entier du corps étant encore un entier 
commun à b, %%,.... Cet idéal A joue le rôle de plus petit mul- 
tiple commun, car tout idéal H/ multiple commun de 4, 1, ..., 
ayant ses entiers inclus à la fois dans , 15, ..., les a aussi inclus 
dans 9K, c’est dire que AV est multiple de M; réciproquement, 
AC multiple de AC l’est aussi de ses diviseurs %, 15, .... Consi- 
dérons encore l’idéal ® défini par les entiers des bases de 4, 15, ..., 
cet idéal, qui peut être [1] joue le rôle de plus grand commun 
diviseur. En effet, tout diviseur commun de .k, %5, ... contenant 
les entiers de ces idéaux contient les entiers de ®, et est un divi- 
seur de @; la réciproque est évidente. Si le plus grand commun 
diviseur est [1]on dit encore que les idéaux sont premiers dans 
leur ensemble, ils n’ont aucun diviseur commun sauf [1]. 
Nous avons vu au Chapitre IIT que certaines notions de divisi- 
bilité peuvent s'étendre aux fractions. Il en est de même pour les 
corps algébriques et l’on peut dans l’ensemble (1) remplacer 
les entiers %, 6, ... (supposés toutefois en nombre fini) par des 


nombres du corps quelconques 


a. p 
hs 


«a 


ki 6, .. entiers de K }: 
? 


a, b,... entiers rationnels 


les æ restant toujours des entiers arbitraires de K. Nous appelle- 
rons un tel ensemble idéal fractionnaire; 11 vérifie encore 


Lane à (D) . k 
les propriétés [et Il. Ses termes © — sont des quotients d’entiers 


complexes w du corps par des entiers rationnels d, limités supé- 
rieurement en valeur absolue (au plus égaux au plus petit mul- 
tiple commun de |a|, |b|). Il en résulte que les points correspon- 
dants (w5,,...,w,) forment encore un module type : les 
inégalités [w;| Le entraînent, puisque les d sont limités, une 
limitation supérieure pour les fonctions symétriques élémentaires 
des w, fonctions qui sont des entiers rationnels; il n’y a donc 
qu'un nombre fini de solutions. Le même raisonnement que pour 
les idéaux ordinaires montre que ce module est de dimension » 
et tous ses points sont encore donnés par 


LR D AN NT OS RE ET (æ entiers rationnels), 
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la base relative R définie à une équivalence près étant cette fois 
à termes rationnels, non nécessairement entiers. La propriété 
caractéristique de la base relative subsiste, de même que la condi- 
tion pour que l'idéal fractionnaire soit principal, c’est-à-dire 
identique à l’ensemble des multiples d’un nombre de K. IH'en 
est de même de la définition de la divisibilité et des propriétés du 
plus grand commun diviseur et du plus petit multiple commun de 
plusieurs idéaux fractionnaires, mais il ne suffit plus qu’un idéal 
contienne une unité pour être confondu avec [1], on peut affirmer 
alors seulement qu'il contient tous les entiers du corps et que sa 
base relative est l’inverse d’un tableau à termes entiers (1). 


Décomposition des idéaux en facteurs. 


On peut pousser plus loin l’analogie de larithmétique des 
idéaux d’un corps avec l’arithmétique des nombres ordinaires, en 
montrant la possibilité de décompositions en facteurs. Il est néces- 
saire pour cela de définir la multiplication des idéaux : étant 
donnés deux idéaux % et W (entiers ou fractionnaires) on 
appelle produit Ab, l’idéal défini par tous les produits des 
termes de À par les termes de 1. 

Pour définir Ab il suffit évidemment de considérer le produit 
de chaque élément d’un système d’éléments en nombre fini 4, 5, 
définissant 4 (par exemple les » nombres d’une base) par chaque 
élément d’un système 4/, 8", ... définissant 15; car le produit d’un 
nombre quelconque de :L par un nombre quelconque de 15 


(œa+ yB+...)(æ'a + y'É +...) 
est compris a fortiori dans la formule 
z'ax + y'a8 + z'fBu'+.... 


Donc vb défini par un nombre fini d'éléments est bien un idéal 
(ceci pour le cas de Jub fractionnaire). 
La multiplication des idéaux est manifestement univoque, asso- 


(1!) Un tel idéal est en effet un diviseur de l'idéal [1] et sa base relative R de- 
vant diviser le système simple [1], R7' est à termes entiers. 
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ciative et commulative 
(LVW)E = (VC), AV = Val, 


le produit d'un idéal 4 —(4,B,...) par un idéal principal [w |, 
(qu’on note quelquefois w RL) est(wz, wÉ, ...) et est formé des pro- 
duits par w des nombres de 4; en particulier le produit de deux 
idéaux principaux [4], [3] est l'idéal principal [48]. L'idéal [1] 
vérifie l’équation 

ebeX — db. 


Nous allons montrer que c’est le seul et établir en même temps la 
possibilité et l’unicité de l'opération inverse de la multiplication. 
Il nous suffira pour cela d’établir l’existence d’un et un seul 
idéal A, inverse d’un idéal donné , c’est-à-dire tel que 


BAIE [1]. 


Supposons À défini par les nombres «, 8, ... de K et considé- 
rons la forme qui sera dite contenant l'idéal 


p(TV, Jar ty Er 


et les n formes ®,, 0, ..., w,, dont l’une est identique à ©, obte- 
nues en remplaçant &, 8, ... par leur conjugués. Leur produit, 
qui, par analogie avec le cas d’un nombre du corps, peut s'appeler 
la norme de la forme & 


NiGh=pher y...) P1V9...On, 
est un polynome de degré nr à coefficients rationnels; appelons 5 


le plus grand commun diviseur de ces coefficients; ®, — a est 


un polynome primaire, il est divisible par & et le quotient à de 
degré 7 — 1 a ses coefficients dans K puisqu'ils se déduisent par 
des opérations rationnelles de ceux de ®, et de  : ces coefficients 
al, P', ... définissent un idéal A7! qui répond précisément à la 
question. En effet 

dbsbrl= (ua 48) 8307 0): 


or d’après le théorème de Kronecker appliqué à ®,, qui est à 
coefficients entiers rationnels, tous les produits de la parenthèse 
sont des entiers complexes, donc AL"! est un idéal entier; 
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d'autre part, cet idéal contient tous les coefficients de ®, et par 
conséquent 1 qui en est une combinaison linéaire à coefficients 
entiers, puisqu'ils sont premiers entre eux; donc AA-!— [1]. Cet 
inverse est unique Car si un idéal 4’ est tel que AA = [1], on a la 
suite d’égalités évidentes 


L'= L'[r] = L'(db=t) = (LL) 1 Lt, 


Si + est un idéal principal [w|, l’inverse est Ë Si À est 


entier, l'inverse A! contient tous les entiers du corps, et sa base 
relative est l'inverse d’un tableau à termes entiers. Récipro- 
quement, si l’on considère un idéal ' contenant une unité et 
dont la base relative est par conséquent de la forme précédente, 
tout nombre de l'inverse de &/, multiplié par 1 qui est dans &”, 
doit donner un entier complexe; donc cet inverse composé d’en- 
üers est un idéal entier. 

Du fait de l'existence et de l’unicité de l'inverse, on déduit 
immédiatement l'existence et l’unicité du quotient de par 1, 
c'est-à-dire de la solution de l’équation 


VLX — , équivalente à Xe —= JL Ub—1. 


Appliquons les résultats précédents à la divisibilité des idéaux 
entiers ou fractionnaires. On a, entre cette notion définie a priort, 
et celle du produit la relation qui complète l’analogie avec la 
divisibilité des entiers : st le quotient d’un idéal X par un 
idéal w5 est un idéal entier 2, À est divisible par W; et réct- 
proquement si À est divisible par w, le quotient de À par 15 est 
un idéal entier. Si A — 152, tous les nombres de sont mani- 
festement contenus dans 1» puisque produits de termes de 1» par 
certains entiers complexes (appartenant à ©). Si, réciproquement, 
les nombres d’un idéal 4 sont dans 45, le produit 47! est 
contenu dans w5W57! et c’est un idéal entier ©. 

L'application au plus grand commun diviseur et au plus petit 
multiple commun est immédiate, {a condition nécessaire et suf- 
Jisante pour que M, ou ®, soit le plus petit multiple commun 
ou le plus grand commun diviseur des idéaux %,1%5,...est que 
LORUTATIEnIS JA, PLU 1,2. 0 où DE, VD I" .., soient 
des idéaux entiers premiers entre eux. Démontrons-le, par 
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exemple pour JA, si Ab !, MU !,... n'étaient pas premiers, 
ils auraient un diviseur ® et MP! serait un idéal muluple 
commun de 4, V%, ..., puisque (ICE )AT!, (AE En 
seraient des idéaux entiers ; réciproquement tout multiple comman 
autre que le plus petit est de la forme ®I et ses quotients par 
L,15,... admettent ® pour commun diviseur, et ne sont pas pre- 
miers. La même démonstration s'étend à @; la propriété a une 
plus grande importance que pour les entiers rationnels, la notion 
de quotient étant celte fois postérieure à celle de divisibilité, et 
c’est du théorème précédent qu’on déduit 


P x p. ge. did, db, 7,5)= p.860 (LE URSS 
FX p, p.mi e.(A mb...) = p.p. mc (LP DES 


Les conséquences sont ensuite les mêmes que pour les nombres 
ralionnels et je renvoie au Chapitre IT pour quelques-unes 
d’entre elles, aux traités élémentaires d’arithmétique ou de théorie 
des nombres pour les autres. 

Les propriétés et démonstrations spéciales (!) à la divisibilité 
des nombres se transportent ainsi. aux idéaux : diverses expres- 
sions d’un idéal fractionnaire comme quotient d’idéaux entiers, 
idéaux premiers, .... En particulier un idéal entier est décom- 
posable d’une seule façon en un produit d’idéaux premiers. 


(1) Il y a exception toutefois pour l'existence d’une infinité d’idéaux premiers, 
il faut alors modifier la démonstration habituelle; il en est de même pour toutes 
les propriétés où intervient la notion de somme de nombres (par exemple les 
congruences et le théorème de Fermat}), cette notion ne se transportant pas aux 
idéaux (voir la Note IIT). 
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CHAPITRE VE. 


RÉDUCTION CONTINUELLE ET THÉORÈMES 
DE MINKO WSKI. 


Tableaux réduits d’un système. 


Pour avancer plus loin dans cette théorie des entiers des corps 
algébriques et des idéaux, il est utile et même nécessaire d'étudier 
d’un peu plus près les systèmes de tableaux, notamment pour les 
relations entre les différentes bases d’un idéal et la recherche des 
unités. Nous avons étudié au Chapitre [IT les systèmes de tableaux 
à Lermes entiers et même fractionnaires et nous avons montré que 
dans un tel système existait un et un seul tableau d’une forme par- 
iculièrement simple (forme réduite d'Hermite). Une pareille cir- 
constance se présente-t-elle dans le cas général et dans un système 
de tableaux peut-on distinguer un ou plusieurs tableaux particu- 
lièrement simples ou remarquables? D’une façon précise peut-on 
donner une définition (‘) des tableaux réduits d'un système 
telle que : cette définition soit indépendante du tableau particulier 
qui a servi à définir le système; dans tout système 1l existe au 
moins un tableau réduit et, s’il y en a une infinité, on puisse les 
classer dans un ordre déterminé et également indépendant du 
tableau qui a servi à définir le système? 

Avant de chercher une telle définition il n’est peut-être pas 
inutile d’en rappeler l'utilité. D'une part elle peut servir à con- 
stater l’équivalence ou la non-équivalence de deux tableaux donnés 
A et B; 1l suffira de former respectivement les tableaux réduits 
des systèmes constitués par les tableaux équivalents à À et à B et 


(:) On pourrait particulariser et définir seulement les tableaux réduits des 
systèmes d’une certaine catégorie et non de tous les systèmes simultanément. Il 
ne semble pas qu’il y aurait un grand avantage, exception faite, bien entendu, 
des tableaux à termes entiers. 
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de chercher si les ensembles ainsi obtenus sont identiques ou non, 
(on voit pour cela la nécessité de bien ordonner ces ensembles). 
D'autre part, soit à trouver tous les systèmes vérifiant certaines 
conditions, se traduisant par une même condition pour les tableaux 
(par exemple un déterminant donné), 1l suffira de chercher 1ous 
les tableaux réduits vérifiant cette condition. 

Supposons d’abord que chaque système envisagé soit défini par 
un de ses tableaux T d'ordre 7. On peut considérer le système 
défini par T comme constitué par l’ensemble des bases d’un module 
type & de points. Tout revient alors à chercher une base ou 
encore un tableau remarquable de &, car en suivant la marche 
donnée dans la démonstration du théorème fondamental, on peut 
déduire d’un tel tableau une base et même une seule base. Une 
intuition simple peut conduire à la définition d’un tel tableau 
pour l’espace à une dimension la question ne se pose pas, pour 
le plan (réel) un tableau, à l’ordre près des lignes, définit un 
triangle o4,42 et réciproquement en adoptant un ordre pour les 
côtés. On aura un tableau remarquable, ou au plus un nombre fini, 
en cherchant celui ou ceux de ces triangles dont les côtés issus 
de o sont les plus petits possibles et en adoptant pour ordre des 
côtés l’ordre de grandeur. De même pour l’espace (réel) on peut 
prendre le tétraèdre o4,4243 qui a les plus petits côtés, et ainsi de 
suite, on étend sans difficulté aux espaces à 7 dimensions réels ou 
semi-réels. 

Traduisons en langage algébrique; pour comparer les côtés 
adoptons pour expression de la distance une distance généralisée 
quelconque, soit S(om). Ceci convenu on peut énoncer le résultat 
prévu géométriquement : 

Dans tout module type de dimension n, il existe toujours un 
nombre fini (non nul) de tableaux V, A(V)Zo, formés de 


potnts A1, A2, A3, <.., An els que 


S(o4)2S(oai) (A quelconque de &), 
S(oA)Z S(042) (a de © et non de oi), 


(1) 


S(0oA)2S(o43) (A de & et non de 04142), 


sr 0): nd... Caro sale asile dates: cure PS LENS Se , 
en particulier 


(1 bis) S(0A1)2Z S(04s) =... 


{IV 
un 
mn. 
© 
> 

È 
7 
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on a désigné pour abréger par o4,, OA, 42, .. les espaces à 1, 2, 
dimensions définis par o et 44; 0, A; et 495 .... On peul trouver un 
point 4, de & tel que S(o4,) soit minimum, il suffit de le choisir 
parmi les points À de &, en nombre fini, vérifiant 


S(o4)£ S(0oB), 


8 étant un point de &. S'il y a plusieurs solutions, on choisit l’une 
d'elles; on peut déterminer de même un point 4, de &, n’apparte- 
nant pas au sous-espace o1, et tel que S(o4) soit le plus petit pos- 
sible, et ainsi de suite jusqu’à z points qui forment un tableau V 
à déterminant non nul. Comme il n’y a hésitation chaque fois 
qu'entre un nombre fini de points, en envisageant tous les cas 
possibles, on n'obtient qu’un nombre fini de tableaux V, nous les 
appellerons tableaux minima, et S(oa;), S(oa:), ..., S(oa») 
seront dits un système de distances minima. 

De chaque tableau minimum V ainsi obtenu, on peut, comme 
nous l'avons dit, en suivant la méthode indiquée dans la démons- 
tration du théorème général (Chap. IT et III) déduire une et une 
seule base U de & (peut-être identique à V) 


CSV 


(S à termes fractionnaires de la forme réduite d'Hermite). Les 
tableaux U sont équivalents à T, leur définition est indépendante 
du tableau T choisi pour définir ce système; nous dirons que ce 
sont les tableaux réduits du système (). 

Nous verrons plus tard comment on peut fixer en général une 
limite inférieure aux termes de S (leur limite supérieure est 1). 


"7 1% I ‘ s 
Dans le cas du deuxième ordre, cette limite est = et il existe au 
moins un tableau minimum qui soit une base. Considérons le 
tableau équivalent et peut-être identique à S 


(241 O 


Da 
bi 2 


9 














ayant mêmes termes que S dans la diagonale principale, mais tel 


4 , A «a , . 
que |b,| soit au plus égal à Fe Soient 4°, 4, les points de S, x V 


(:) Il n’est pas sans intérêt de remarquer que cette démonstration non seule- 
ment prouve l’existenee des tableaux réduits, mais encore fournit un moyen de 
les calculer par des opérations en nombre fini. 
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qui est encore une base de &. On a 
A; = 4j, S(04Aï) =1a10 (0. 


Comme S(oa,) est un minimum, il est impossible que &, soit infé- 
rieur à 1 et A est identique à 4,. On a ensuite 


A9 — Dj A1+ DA, S(o4, )£| b;|S(o4s) + Da S(o42) (| b1| + De) S(o4: ), 


n fl . 3 La : 
or | b, | est au plus égal à 7: b; est donc au moins égal à 5» sinon 


S(oa,) serait inférieur à S(oa2). Comme Ÿ, est l'inverse d’un 
. . é te PET 
nombre entier, il est égal, soit à 1 et alors V est une base; soit à “ 


il en est alors de même de |b,|] [sinon S(oa,) < S(oa:)|, et 
S(o4,) — S(oa2). Il en résulte que S, X< V qui est une base est un 
tableau minimum. Ce second cas ne se présentera pas si l’une des 
inégalités conditionnelles précédentes devient une véritable inéga- 
lité, ceci se passe notamment pour une distance généralisée dont 
le corps caractéristique est partout convexe; 1l ne se présentera 
pas non plus si l’on sait à l’avance qu'il n’y a qu’un seul tableau 
minimum (!). | 

Dans ce que nous avons dit jusque maintenant, nous n'avons 
pas spécifié la distance généralisée choisie. En adoptant par exemple 
la spanne à r + s paramètres pour des valeurs déterminées des À, u, 


S(om) = maximum(;|Ë;|,u;ln;l), 


on peut chercher à diminuer le nombre de tableaux réduits; 1l 
suffit d'ajouter des conditions supplémentaires pour la définition 
des tableaux V. Remarquons d'abord que chaque point 4; d’un tel 
tableau V peut être remplacé par son symétrique par rapport 
à l’origine, —1;; nous pouvons faire un choix entre les deux points, 
en convenant par exemple de ne considérer que celui dont la pre- 
mière coordonnée est positive (2), si elle est réelle et non nulle. Il 
peut encore se faire qu'il y ait indécision dans l’ordre des lignes 


(1) On peut remarquer que le raisonnement précédent s’appliquerait encore, 
dans le cas du n'°"° ordre, au mineur formé par les deux premières lignes et 
colonnes de S. 

(*) On pourrait faire un choix analogue, si elle était imaginaire, en considérant 
sa partie réelle mais nous verrons que cela aurait moins d'intérêt au point de 
vue où nous aurons à nous placer dans la suite. 
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consécutives de V lorsque les points de ces lignes sont à une 
même spanne de l’origine, ou encore sont des minima simultanés. 
Dans ce cas nous distinguerons le rang de chaque spanne, c’est- 
à-dire le rang de la coordonnée à laquelle elle est égale et nous 
rangerons les points dans le même ordre que le rang minimum de 
ces spannes; 1l n’y aura plus indécision que si plusieurs de ces 
spannes sont de même rang (!). On peut écrire ces nouvelles con- 


ditions 
(2) RD) Le AN ARRET SE 
(2 bis) si S(oa) = S(OAï+1), 


rang S(04A;)<rang S(OA;+1). 


Ces conditions conduisent à un résultat particulièrement simple 
si T est à termes réels et s’il n’y a pas de relation linéaire homo- 
gène à coefficients entiers entre les termes d’une même colonne 
de T. Alors la donnée de la 5° coordonnée d’un point de & en- 
traine la connaissance de ce point, chaque ligne de V est bien 
déterminée et il n’y a dans ce cas qu'un seul tableau réduit. 


Réduction continuelle pour le deuxième ordre. 


La définition destableaux réduits parles conditions(r1),(2)et(2 bis) 
convient dans tous les cas où le tableau est bien déterminé, c’est 
ce qui se présentait en particulier dans les recherches de MM. Jor- 
dan et Poincaré sur les formes à coelficients entiers. Mais il peut 
arriver qu’un tableau ne soit défini qu’à une dilatation près. C’est le 
cas si l’on considère les tableaux auxquels une forme décomposable 
est associée ou encore les opérateurs d’un tableau donné à termes 
réels. Il faut alors chercher à définir dans le système de tableaux 
équivalents à T un ensemble réduit de tableaux, vérifiant Îles 
conditions énoncées au début du Chapitre, et tel en outre que, st 
l’on fait sur T une dilatation, on obtienne l’ensemble réduit 
du nouveau système en faisant la méme dilatation sur les 
tableaux de l’ancien ensemble. 


(!:) Si ces spannes sont de même rang on pourrait classer les points, en consi- 
dérant les points d’un espace à n —1 ou nñ —2 dimensions obtenus en suppri-. 
mant les coordonnées de rang #, et s’il y a lieu, leurs imaginaires conjuguées et 
en classant les nouveaux points suivant les grandeurs de leurs spannes. 
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Un procédé immédiat pour avoir un tel ensemble réduit est de 
prendre tous les tableaux U équivalents à T tels que, pour une 
certaine dilatation E, le tableau UE équivalent à TE soit réduit 
au sens indiqué précédemment. En effet, si l’on remplace T 
par TE, le tableau UE, est encore susceptible de devenir réduit 
pour la dilatation EE ‘et réciproquement; l’ensemble correspon- 
dant à TE, se déduit donc de l’ensemble correspondant à T 
par la dilatation E,. Il est nécessaire en outre de montrer que 
l’ensemble ainsi défini est susceptible d’être ordonné et que ce 
rangement ne change pas si l’on fait une dilatation sur T. Avant 
d'aborder l’étude de tels ensembles dans le cas général examinons 
le cas particulier des tableaux du deuxième ordre. 


Cas imaginaire. — Soit d’abord T formé de deux colonnes 
imaginaires conjuguées 
a+ia a—ia 


b+ib b—:1b 


de 


) 














et soit (6 +46, — :Ë!) un point du module & ayant T pour base. 
Pour avoir une représentation réelle associons à & le module &' 
(réseau de parallélogrammes) formé par les points MCE EL 
La spanne S(om)—|6+iêl| est égale à la vraie distance om'; 
son corps caractéristique étant convexe, les tableaux minima V 
sont aussi réduits. Pour les trouver, 1l nous faut donc chercher 
dans &/ les couples de points 4°, 4,, tels qu'aucun point de &/ ne 
soit plus rapproché de o que 4, et qu'aucun point, exception 
faite de ceux de la droite o4,, ne soit plus rapproché de o que 4. 


Si l’on remplace T par T < E 
E=[a+ib,a—1$|], 2+i8 = Va?+ R?(cosy + isiny), 


ceci a pour effet de multiplier l’imaginaire £ + 5€! par l'imaginaire 
fixe 4 + 1$, c'est-à-dire revient à faire sur les points de &/ une même 
rotation d'angle © suivie d’une homothétie de rapport Vo + 82. 
Cette opération ne change donc pas les rapports mutuels des dis- 
tances ou’, de sorte que les transformés des points 4°, A, jouissent 
de la même propriété dans le nouveau module. Donc les nouveaux 
réduits sont V XE et l’ensemble des tableaux susceptibles de 
devenir réduits après une dilatation est identique à l’ensemble 
des tableaux réduits pour un T déterminé. 
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Indiquons rapidement les divers cas qui peuvent se présenter 

dans la recherche de ces tableaux réduits : s’il n'ya qu’une indé- 
cision de signe pour 4, et 49, 11 y a quatre tableaux réduits, 


Vis 1,—1]V, [—1,1]V, [t,—1]v. 








SL 2, 
di+ia) &—ia! | 
_ 


do ia, G2—ia, 


S'il y a indécision pour le choix du deuxième point entre + 4» 
ÉD un calcul simple donne la valeur de 43 et montre que, en 
plus des tableaux réduits déjà obtenus, il en existe quatre autres, 
produits des premiers à gauche par l’un des tableaux 








Il peut y avoir encore indécision entre + À, et + 49, si 
S(OA3) = S(04); 


alors, en plus des quatre premiers tableaux existent quatre nou- 
veaux déduits des premiers par un changement de lignes, ou 
encore par une multiplication à gauche par 


OM TI 














I 0 


Enfin, il peut y avoir combinaison des deux cas précédents, c’est- 
à-dire indécision entre Æ 44, Æ 4», Æ(4o+ A) Où (as — A); 
les points de &' ont alors dans le plan une disposition en quiënconce 
ou encore forment un pavage hexagonal. On a dans ce cas vingt 
nouveaux tableaux obtenus en multipliant les premiers à gauche 
par l’un des deux systèmes de cinq tableaux 


VA 21e | 


La forme décomposable associée à T est une forme binaire qua- 


D 
; 








{ es ON 


En pit) O 











Li 
I 


























1 


dratique définie 


F(x,y)=(ax+by}+(a' x +b'y}, 


les formes associées aux V, quel que soit le cas considéré, sont 
identiques seulement à deux formes distinctes, 


D(z, y) = Am L2Bzy + Cy1; 
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ces formes sont équivalentes à f, on peut donc les considérer 
comme réduites. Elles vérifient d’ailleurs les conditions don- 
nées par Gauss pour définir la forme réduite d’un système 


CZA2>|2B|, 


et pour l’une d'elles le coefficient du terme rectangle est positif. 
La première de ces conditions, qui peut s’écrire 
P > QUI P 


2 2€ 42 a. 
dj +adi=d + ds, 


exprime en effet que 4° n’est pas plus rapproché de l’origine 
que 4,. La seconde peut s’écrire 


a?+a/ to(ma+aia,)+ai+a}<a+ a}, 


et exprime que l’un des points 42 Æ A, n’est pas plus rapproché 
que 4°. Les trois cas d’ambiguïté correspondent respectivement 
aux cas limites des conditions de Gauss 


(GS AND Us A> [BA C=s Anse 


Il peut être intéressant de remarquer que la considération de la 
forme quadratique associée permet de classer les tableaux réduits V 
en deux ensembles, suivant que le coefficient du terme rectangle 
est positif ou négatif. On aurait pu arriver au même résultat en 
étudiant des classes (équivalence propre) au lieu de systèmes de 


tableaux. 


Tableaux réels. —— Passons maintenant au cas d’un tableau du 
deuxième ordre à termes réels, 


TE 


DU 


Le 


1 














. Fr . es à. 
et soit (6, 5’) un point du module & ayant T pour base. Supposons, 
a a : ‘ee | 
Fr irrationnels; il n’y a qu'un seul tableau 
minimum vérifiant les conditions (1) (2) et (2 bis); il est donc 
réduit. En outre, 1l existe une infinité de points de & vérifiant les 


inégalités (Chap. Il, Modules finis), 
é>MDo,. [6 |<e. 


pour sim plifier 


Effectuons sur T la dilatation définie par 





É=[ÆX EXT TANT ES 0 
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elle remplace un point (6, £') par (Æ À, H VE) et la spanne de 
l’origine au point (£, £’) devient, puisqu'elle ne dépend que des 
valeurs absolues des coordonnées, 


(3) LOC N | 0. 


Donc, tout couple de points de & susceptibles de devenir, après 
une dilatation convenable, un tableau réduit, constitue au signe près 
un tableau réduit équivalent à T lorsqu'on remplace la spanne par 
la spanne à deux paramètres, en donnant à ces paramètres des 
valeurs convenablement choisies. Réciproquement tous les tableaux 
réduits relativement à la fonction (3) où À, À sont des paramètres 
arbitraires, sont susceptibles de devenir des tableaux réduits après 
une dilatation convenable. C’est le principe de la réduction con- 
tinuelle d’Hermite (') (ainsi appelé à cause de l'introduction 
des paramètres continus). Cherchons donc l'ensemble des tableaux 
réduits relativement à la fonction (3); à chaque système de va- 
leurs À, V ne correspond qu'un seul tableau réduit, mais la réci- 
proque n'est pas vraie. 

Remarquons d'abord qu'on obtient le même tableau réduit si 
l’on remplace À, À par tÀ, tN, car cette opération multiplie les 
spannes de tous les points (?) par t et ne change pas leurs rapports 
mutuels. On peut donc se borner à considérer les systèmes de 
paramètres dont le produit est égal à 1, ou encore au lieu de la 
fonction (3) la fonction 


(3 bus) 6e :#) = S\(0M). 
% 


Ceci convenu, on peut montrer, comme nous l'indiquerons 
ultérieurement, qu'il existe une suite infinie dans les deux sens 


d’intervalles pavant (0, «), 
li À; — 
DE Fe RSS RME Nate ct oo a Ne): 


lim _;=0 


tels que dans chaque intervalle existe un seul tableau réduit. On 
obtient par le fait une suite de tableaux réduits ordonnée et 1lli- 
mitée dans les deux sens. 


(!) Il employait toutefois pour f au lieu de la spanne la distance ordinaire, 
(2?) Ou encore, revient à faire sur © une homothétie. 
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Mais on doit toujours à Hermite une méthode pour obtenir un 
ensemble plus simple de tableaux réduits, en considérant seulement 
certains tableaux particulièrement remarquables de l’ensemble 
précédent (Hermite appelait les formes correspondantes réduites 
principales); chacun d’eux est tel que, pour une valeur conve- 
nable l, de À, non seulement il est réduit, mais encore les 
points qui le constituent sont à une même spanne de l’origine 
(minima simultanés). Avec l'hypothèse faite, ceci n’est possible 
que si ces spannes sont de rang différent. 

Montrons l'existence de tels tableaux; soit un point A(«, a) 


rendant f minimum pour une certaine valeur de À, tout point 
(£, 2!) de & à l’excepuon de (— x, — x!) et (0, 0) vérifie au moins 
l’une des inégalités 


lÉPENENMEOU SR 


sinon un Certain point p aurait ses coordonnées inférieures (Jen 
valeur absolue à celles de 4 et, quel que soit À, la spanne de ce 


point à o serait inférieure à celle de 4. Mais alors s1 l’on considère 


la valeur À, du paramètre défini par. 


Mal 1412 S5,(04), 


tout point M de & vérifie au moins l’une des inégalités 


MIE Sa(oa), où [#15 S2,(oa), 
1 
donc 
S(0M) > S(0A), 


et S(oa) est minimum pour celte valeur À,; par raison de con- 
tinuité, elle le sera encore pour des valeurs infiniment voisines. 
Ceci posé, faisons croître À à partir de À4, S(oa) devient égal 
tee , I É k Per : Pret 
à Ala|, puisque x | #1 décroit. Mais il ne peut rester indéfini- 
ment minimum (?), car si l’on considère un point (0,0') de & tel 
que [d| <}2] pour une valeur suffisamment grande de X, la spanne 

(1) L'égalité est impossible par suite de l’irrationalité de _ 


; : SN UNE LUE | 
(°) Il n’en serait plus nécessairement ainsi si 3 n'était pas irrationnel. 
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de ce point devient aussi égale à À ||, donc inférieure à celle de 1. 
Donc, toujours pour raison de continuité, il existe une valeur /, 
de À que nous appellerons critique, pour laquelle S(o4) cesse d’être. 
minimum (!) en étant égal à la spanne d’un autre point 8(6, 8), 
qui est de rang 2. Manifestement 8 n’est pas sur o4, il forme 
donc, avec À comme première ligne, un tableau à déterminant non 
nul V, répondant à la question. On voit en même temps que, pour 
des valeurs de À supérieures à /,, S(oa) n’est plus minimum; pour 
des valeurs inférieures à À,, S(oa) est de rang 2, de sorte qu’on a 
ainsi le seul tableau répondant à la question et dont 4 est pre- 
mière ligne. Si l’on fait croître À à parur de /,, S(o8) est mini- 
mum, d'abord de rang 2, puis change de rang pour une certaine 
valeur À, et cède la place à un point ce pour une valeur L; Bet c 
forment un nouveau tableau V, répondant à la question pour cette 
valeur À, et ainsi de suite. De même, en faisant décrottre À 
à partir de À,, on aurait obtenu des valeurs /_,, L_,, ... et des 
tableaux V_,, V_,,.... Par ce cheminement, obtient-on tous les 
tableaux? Il n’en existe pas pour des valeurs intercalaires des à, il 
suffit de montrer que les /; deviennent infiniment grands et les L_; 
infiniment pelits, ou encore qu'il n'y a qu'un nombre fini de 
valeurs critiques dans tout intervalle L intérieur à (0, ©). Soient 


pour cela (e,,e: 


:); (6, e,) des points de & tels que l'intervalle 


(AN AE 


comprenne L. Pour toute valeur de À dans I, 





f 





7 
ei 











: L TUE 
fe, ei) AE fes ses) = jles te 


Donc tout point m tel que S;(om) soit minimum pour une valeur 
de À comprise dans I doit vérifier 





AE <À 


al EN PAT 


T } I ou 1 ! 
UE fes El<lesl. 


(:) On aurait pu présenter cette démonstration un peu différemment, de facon 
à n’avoir pas à se servir de raisons de continuité. Il m’a semblé préférable de 
conserver à peu près la marche suivie par Hermite; elle a au moins cet avantage 
de s'étendre plus aisément au cas général. 
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il ne peut y en avoir qu'un nombre fini el, par conséquent, un 
nombre fini de valeurs critiques (!). 
La suite de tableaux, illimitée dans les deux sens 


.…., Ve Ve: lp Vo, 


est rangée dans le même ordre que les valeurs critiques sur la 
demi-droite (0, ©) ou que les logarithmes de ces valeurs sur la 
droite (— %, +2). On a bien ainsi un ensemble réduit ; sa défi- 
nition et son classement sont indépendants du tableau T qui définit 
le système; d’autre part, si l’on remplace T par T'=TE, 
Eve Era | (rÈ»0), 
la suite 
PR VS CE VERRE. Vi RNA 


vérifie les mêmes propriétés que la suite précédente, mais pour les 
! 
r : ï 
—| quisont dans le même ordre de grandeur que 


valeurs /; x / 








les /;. En outre, on n’a pu introduire de nouveaux tableaux, car 


on peut recommencer le même raisonnement pour T considéré 
comme égal à T'>x< ET. 

Nous avons supposé 7 > 0; dans le cas contraire, les tableaux 
de la nouvelle suite auraient les termes de leur première colonne 
négatifs, de sorte que pour avoir un ensemble réduit au sens strict 


du mot, il faudrait ajouter à la suite précédente les mêmes 
tableaux (?) mulupliés par | — 1 |. 


(1) En approfondissant un peu ce raisonnement, on verra sans difficulté 
que S(o4) est minimum pour l'intervalle (£_,, 4). Ceci permettrait de trouver 
les résultats indiqués précédemment pour la suite complète des tableaux réduits. 

(2) Pour compléter la question il y aurait lieu de chercher des conditions 
nécessaires et suffisantes pour qu’un tableau T donné a priori appartienne à 
l’ensemble réduit du système qu’il définit, et aussi une méthode de calcul (qui 
se trouve identique à celle des fractions continues) pour trouver les termes de 


' 
l’ensemble. Pour ces questions, de mème que pour l’étude du cas où : et — ne 
seraient plus tous deux irrationnels, je renvoie à mon Mémoire déjà cité. 
J'ajouterai une dernière remarque: au lieu d'employer la spanne on aurait pu 
utiliser une autre distance généralisée et, en particulier, comme l’a fait Hermite, 
la distance ordinaire. On obtient les mêmes ensembles, à des exceptions isolées 
près. | 
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Réduction continuelle pour le n°"° ordre. 
P 


Nous pouvons maintenant, en procédant par induction, traiter 
le cas de tableaux du n°" ordre (définis à une dilatation près) 
à 7 colonnes réelles et 25 imaginaires conjuguées. Supposons en- 
core qu'il n’y ait aucune relation linéaire, homogène à coefficients 
entiers entre les termes d’une mème colonne de T et appelons & 
le module ayant T pour base. En induisant le cas du second ordre 
imaginaire, on est amené à penser que seules importent les valeurs 
absolues des coordonnées des points m de &. Nous désignerons 
ces r + s — p valeurs absolues par 


oil, | do |, ER) | Ôp |, 


ou encore par |;|, et nous utiliserons aussi la spanne à p para- 
mètres, généralisation de la fonction (3), 


(4). S)(om) = maximum (Ai]à1], A2 02], .., Ap|ôp]); 


le rang de cette spanne sera le rang du ou des À[ 9] maxima. Quand 
il nous arrivera de distinguer les n coordonnées (æ,, æs,..., Zn) 
d’un point de &, nous appellerons #,, 4», ..., t, les valeurs des 
paramètres À qui multiplient les valeurs absolues des coordonnées 
correspondantes ; à deux coordonnées imaginaires conjuguées cor- 
respondront des £ égaux. 

Ceci posé, on peut, comme dans le cas du deuxième ordre 


à termes réels, montrer que : 


Il existe une infinité de systèmes de valeurs des para- 
mètres, définis chacun à un facteur près de proportionnalité, 
tels que pour chacun d'eux existent r +s points de & dont les 
spannes soient égales, de rang différent et au plus égales aux 
spannes des autres points de &. 


Partons d’un système déterminé de paramètres; pour ce système, 
on peut trouver au moins un point À tel que S(oa) soit minimum. 
Supposons plus généralement qu’il existe kÆ points (ÆZ1), 44, 
4», ..., Ag vérifiant les conditions de l'énoncé. En changeant s'il 
y a lieu l’ordre des à, on peut supposer que les spannes S(o4;) 
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sont respectivement DÉTIENT, K. 
S(oa1) = 410401, Son) = 1061,  2.,0NS (047) = 10 
S (OA) = 904) .., = (0 ET, 


le système de paramètres étant 
LR RSS PET 


Remplaçons dans le système /,,, par À4,, et faisons décroître Xe 
d’une facon continue depuis la valeur /,,,. Les À spannes précé- 
dentes restent égales à mn, mais ne resteront pas indéfiniment 
minima. Soit, en effet, un point 8 de & dont les valeurs absolues 
des coordonnées vérifient les p — 1 inégalités 


ll <m fee ”/(1,0, . .:4 n) KE T ERGEDUN 


d’après l'hypothèse, il y a une infinité de tels points 8. Pour hu 
suffisamment petit, on a aussi 


À lo 0e et S(0B) < m. 


Donc, par raison de continuité, il existe une valeur 44,, de Ag, 
pour laquelle m cesse d’être un minimum en étant égal à la 
spanne d’au moins un autre point S(oaxy1). Mais, quel que 
soit ce point, cette spanne est de rang Æ +1; en effet, dans la 
variation, les spannes de rang différent de Æ +1, qui étaient pri- 
mitivement supérieures à mn, restent toujours supérieures. Le rai- 
sonnement est valable pour Æ quelconque, on peut donc le recom- 
mencer à partir du système de paramètres 


! 
li, la, ….., ES lis, .. Lo 


et montrer l'existence d’un point 44,2 et d’un paramètre /4,:. Et 
ainsi de suite jusqu’à obtenir p points et un système de paramètres 
correspondants. 

Si l’on remplace ces p paramètres par p autres proportionnels 
(mais positifs}, on muitiplie les spannes par un même facteur et 
l’on ne change pas leurs rapports mutuels, il leur correspond donc 
les mêmes points 4; jouissant des mêmes propriétés. 

Un tel système de paramètres sera dit un système critique et 
les p points correspondants des minima simultanés. Pour déter- 
miner complètement les systèmes critiques nous conviendrons de 
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poser 
| RAT RE 

(4 bis) ou 
(Ar) (Ag }ta. (Xp) = 1 (ur ROME 


Alors à p minima simultanés correspond un seul système critique 
défini par l'équation précédente et 


AO] = 0] =... Ap| 0 |. 


Mais réciproquement à chaque système critique peut correspondre 
plusieurs systèmes de minima, toutefois en nombre fini. On les 
obtiendra tous en remplaçant chacun des points 4; successivement 
par chacun des points 4, de & tels que S(oa,) soit égal à S(oax) et 
de même rang. On obtient déjà ainsi les 27 systèmes 


A1 ce AS: Æ à ps 


..., 


mais on peut aussi en avoir d’autres, si certaines des coordonnées 
sont imaginaires (nous en avons eu des exemples dans le cas du 
deuxième ordre imaginaire). 

Pour montrer qu'il existe une infinité de systèmes critiques nous 
emploierons la représentation géométrique suivante : à tout sys- 
tème de nombres positifs Àx vérifiant la condition (4 bis), nous 
ferons correspondre le point d’un espace à p dimensions 


(P1: P2; + DE Te br =1o8 Ar 


Vous ces points forment, si p >1,un sous-espace À de dimen- 
sion p — 1 et d’équation 


(4ter') Ui O1 Us0S +... + UpPp= 0. 


Alors tout point À d’un tableau réduit est tel que S(oa) est mi- 
nimum pour un point de À; considérons tous les points de À pour 
lesquels S(o4) reste minimum. On pouvait vérifier sans peine que 
cet ensemble est un domaine d’un seul tenant () sans trous, 
et que sa frontière est composée de portions de sous-espaces à 
p — 2 dimensions, il nous suffira de démontrer qu'il est borné. 


(1) Chacun de ces domaines se décompose en p domaines partiels à l’intérieur 
desquels la spanne à un rang déterminé. Nous avons eu un exemple de tels do- 
maines sur une droite (deuxième ordre). Pour un exemple dans le plan, voir 
le Mémoire cité. 
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Pour cela, considérons p points de &, le AÏ"° B; étant tel que les 
valeurs absolues de ses coordonnées, sauf la kïèe, soient inférieures 
aux valeurs absolues des coordonnées correspondantes de 4. Mais 
alors pour que S(o4) soit inférieur à S(os,), 1l faut que cette der- 
nière spanne soit de rang 1, c’est-à-dire que 


AIT MP, MONTANT, ., MNT > ADD fs 


et de même pour B», B3,.... Ces p systèmes d’inégalités fournissent 
des limites supérieures et inférieures, par exemple, pour les rap- 


\i 


L PRE a) à = - < L4 * s 4 % . L. . , L 
ports 1," Ce qui, en ayant égard à (4 bis), montre bien que l’en 


semble correspondant dans À est borné. D'autre part, ces divers 
domaines qui peuvent avoir des points communs doivent cou- 
vrir (!) tout le sous-espace À puisqu’à tout système de paramètres 
correspond au moins un minimum. Donc, si p >1,1l y a une 
infinité d’ensembles, donc de minima, donc de systèmes de minima 
simultanés (de chaque minimum on peut déduire un tel système). 

Uulisons encore cette représentation géométrique pour montrer 
que les systèmes critiques sont isolés (leur ensemble n’a pas de 
point limite). Il suffit de montrer que dans tout domaine 1 borné 
de À n’existe qu'un nombre fini de points critiques. Nous y arri- 
verons en suivant une marche analogue à celle du deuxième ordre. 
Déterminons un point », tel que, pour tout système de paramètres 
contenus dans I, la spanne S(on,) soit de rang 1, il suffit pour cela 


de prendre [6], ..., [9,| suffisamment petits; déterminons de 


pl 
même D», ..., D) tels que, dans I, 


S(op1) = Mô4|, S(oD2) = Al 042], ve S(0Dp) = Àp |A: 


Mais alors pour que la spanne d’un point de & soit minimum pour 
un système de paramètres dans 1, il faut que 


Oro (Ba Remou rl pat op| < 16%] 


et 1l n'y a qu'un nombre fini de tels points. 


Ensemble réduit. — Les p minima simultanés forment une 
matrice de type (p, 7) mais dont on ne peut affirmer qu’elle soit 





(') Les systèmes critiques sont des points communs à p de ces ensembles. 
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de rang p, de sorte qu’en supposant même s—0 et p—n, on 
n'est pas certain en général qu’une telle matrice constitue un 
tableau du module. On peut tourner la difficulté en considérant la 
spanne à p paramètres (4); on y remplace les paramètres par 
chaque système de valeurs critiques, et pour chaque distance 
généralisée ainsi obtenue on cherche le ou les tableaux minima 
(conditions 1, 2 et 2 bis) et les tableaux réduits correspondants ; 
les premiers tableaux contiendront d’ailleurs plusieurs des minima 
simultanés (exactement Æ si l’on peut en trouver Æ et pas plus for- 
mant une matrice de rang Æ). L'ensemble ainsi obtenu se trouve 
ordonné; à chaque point critique de À correspond un nombre fini 
de tableaux de l’ensemble; les points ayant une disposition déter- 
minée on peut considérer que cette disposition constitue un clas- 
sement de ces tableaux. 

Cet ensemble est bien réduit; étant défini à partir du module €, 
il est indépendant de la base choisie. D'autre part, si l’on rem- 
place T par T'=TE, on remplace les valeurs absolues |0;| par 
ri 0:|, les r étant les valeurs absolues des termes de E. Donc, au 
lieu de faire les opérations sur le nouveau module &', on peut les 
faire sur l’ancien en prenant pour spanne à p paramètres, la 
fonction 

Maximumt(ÀA, ZibGnl --, Aprpl0pl}) 

on obtient les mêmes systèmes de minima simultanés (à la dilata- 
ion près) et les mêmes tableaux réduits. Seuls les systèmes cri- 
tiques sont changés et remplacés par 


rit rili 


Fennec RU 
Vruré...r  VIACE) 


La disposition des points critiques correspondants dans le sous- 
espace n'étant pas changée de ce fait, on peut dire que le classe- 
ment de l’ensemble réduit est encore le même. Il y a la même res- 
triction de signe à faire que pour le cas du deuxième ordre si 
la première colonne est réelle. 


Les deux théorèmes de Minkowski. 


Pour compléter la méthode précédente de réduction, il serait 
bon d’avoir des conditions nécessaires et suffisantes qui per- 
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mettent de reconnaître a priori si un tableau donné est réduit 
dans le système auquel il appartient (par exemple pour le deuxième 
problème cité au début de ce Chapitre). On peut trouver des condi- 
tions assez simples dans le cas du deuxième ordre, un peu plus 
compliquées pour le troisième ordre réel, il semble qu'il y aurait 
de grosses difficultés à aborder cette question dans le cas général. 
À son défaut, deux théorèmes énoncés par M. Minkowski per- 
mettent d'indiquer des conditions nécessaires de réduction qui 
nous suffiront au moins pour l'application aux nombres algé- 
briques. Hermite était arrivé à de telles conditions en se servant 
de propriétés des formes quadratiques (distance ordinaire) qu'il 
utilisait dans sa méthode de réduction. Quoique nous ayions seu- 
lement utilisé la spanne, nous établirons les théorèmes (!) pour 
une distance généralisée quelconque vérifiant les conditions (5) du 


Chapitre I. 


Taéorëme |. — Etant donné un module type de dimension n, 
de base T et formé par les points A(a,,&2,..., 4), on a 


F1) [minimum f(a:, 7) AE MN an)|"< 2 [ACT )| : 


U 
J étant une constante qui ne dépend que de la fonction f. 


Remarquons que la distance généralisée de deux points du mo- 
dule S(aa') est égale à la distance de o au point À — 4’, le minimum 
de f que nous appellerons m peut donc être considéré comme le 
minimum des distances S(4aa'); ou encore : S(aa') << m est impos- 


sible sauf si À est confondu avec 4’. Considérons les corps F,,(4) 


A 
définis par 


url 
S(AM)= —» 
2 


ces corps ainsi altachés à chaque point du module n’empiètent 

pas, c’est-à-dire qu'un point m ne peut être à la fois intérieur au 

sens étroit, à deux corps distincts l,(4) et F,,(4/). Car les iné- 
2 2 


2 


galités 
S (am) < S (an) < T 





(1) La démonstration ne serait pas simplifiée par la considération d'un cas 
particulier. 
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entraineraient 
S (AA')£ S(AM) + S(A'M) < m, 


ce qui exigerait que À et 4! soient confondus (!). Considérons 
alors tous les points € du module qui, par rapport à T, ont pour 
coordonnées relatives des nombres entiers e;, au plus égaux, en 
valeur absolue, à un entier donné w; 1l y a (26 + 1)" pareils points; 
appelons Q le domaine formé par les corps F attachés à chacun de 
ces points. Le volume de ce domaine est égal, puisque les corps 
n'empiètent pas, à (20 +1)" fois le volume de l’un d'eux qui est 


m\A ph se 
(2) J, J étant le volume du corps caractéristique F,(0). 


Ceci posé, cherchons à constituer un domaine qui contienne Q 
et dont on puisse déterminer le volume. Appelons y; les coor- 
données relatives par rapport à T et soit « une limite supérieure 
des | y;| pour les points de l,(0). Tout point de Q vérifie alors l’un 
des systèmes d’égalités 


(| y LE ei |, [Ya — 60 |, CRE WC" [Yn— enl)£Ee, 
donc, «a fortiort, 
Ga [yo |; LHC) PYn|)=w + e. 
Mais ces dermières égalités définisseñt un domaine limité (corps 


caractéristique d’une spanne) qui contient Q. Le volume de ce 
nouveau domaine est 


fa far: APTE, = ACT) fie. far Aa... dYn 
\ | O + E O +E O+E 
= ACT) f days [ RTS li ne 
(0 — € — € 


Œ@ — € A ()— 
— | AGDERCS 0 + 2€ }7. 


Ce volume devant être supérieur ou égal à celui de Q, on a 


PÉTER s 
bo+nt(?) J£|A(T)|(20+2e}), 


ou 


22 fACT (> 
RE ——_—_— | ————) ; 


J 20 + I ê 





(:) Il peut y avoir des points communs aux frontières, car S(AA') = m a des 
solutions. 
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cette inégalité ayant lieu quel que soit w a encore lieu en rem- 
plaçant le deuxième membre par sa limite pour w = et c’est 
alors ce qu'il fallait démontrer (!). 

Il peut arriver que la limite supérieure ainsi donnée pour Île 
minimum de f soit effectivement atteinte, le raisonnement précé- 
dent précisé montre qu'il est pour cela nécessaire et suffisant que 
les corps F couvrent tout l’espace. Mais par contre, il peut aussi 
arriver que la limite supérieure soit beaucoup trop grande, ce qui 
se produit si les corps F laissent entre eux des intervalles assez 
grands (en volume). On peut indiquer une précision du théorème 
en considérant les tableaux minima. j 


Taéorkue Il. — Si dans un module type de base T (tableau 
d'ordre n) on considère un système de distances minima (con- 
ditions 1), 


S(OA:) —= mm, S (042) = Mo, RE) S(OAn) = Mn, 
OTLVEU 
PAS 27 PS TEE 
(5 bis) ilot, = DE. 


Le deuxième membre de cette inégalité est le même que dans le 
théorème précédent qui est par suite une conséquence du nou- 
veau (?), car m est égal à m, et m est au plus égal au premier 
membre de (5 bts). 

Pour démontrer ce théorème, prenons pour base du module le 
tableau réduit U déduit du tableau minimum V comme il a été dit 
plus haut. Nous considérerons les différents corps 


1 
D] 2 


- 


l'y, CE), l'y, CE), rene) 





(') En supposant, par exemple, T — [1], c’est-à-dire en prenant pour module 
l’ensemble C des points de coordonnées entières, on peut énoncer cette consé- 
quence assez curieuse du théorème : 


Si un corps convexe ayant pour centre l’origine a un volume au moins égal 
à 2", il contient, au sens large, au moins deux points à coordonnées entières, 
symétriques par rapport à l'origine. | 

(°) I m'a paru cependant utile de donner une démonstration directe du pre- 
mier théorème, d’une part, pour alléger un peu la démonstration du deuxième; 
d'autre part, parce que ce théorème a lui-même une grande importance et peut 
dans beaucoup de cas remplacer le deuxième. 
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que nous appellerons pour abréger T'(E), F?(E), ..., l(&); les 
points E sont les mêmes que précédemment (coordonnées relatives 
au plus égales à w). À part les premiers, on ne peut plus affirmer 
qu'ils n’empiètent pas, on est même sûr du contraire si M2 >> m4. 
Quoi qu’il en soit les points intérieurs à ces corps constituent res- 
pectivement des domaines limités Q,, Q,,...,Q;, dont les volumes 
V4 V2 -.., 0, Sont bien définis (!). Nous avons vu que 


44 à ts 
Pi = (20 +1)! (2) J 


2 


on peut encore affirmer en raisonnant comme précédemment que 


Mn 


! 


0n<|[AÇ(U)[(20 + 2e'}7, ME 





mm 


Nous allons alors établir des inégalités pour les rapports de deux e 
consécutifs. Nous pouvons pour cela faire un changement de coor- 
données, car 1l a pour effet de muluplier ces volumes 6 par une 
même quantité (déterminant du tableau), et par suite, ne change 
pas leurs rapports mutuels. Dans ce qui va suivre nous supposerons 
Pespace rapporté au tableau réduit U, nous appellerons encore x,, 
To, -.., Zn les coordonnées relatives d’un point quelconque et s 
les volumes des domaines Q;. Le sous-espace défini par les À pre- 
mières lignes de U est le même que celui défini par les £ premières 
lignes de V, de sorte que la condition pour un point de n’être pas 
dans O4,42...44 peut s'exprimer en disant que les n — À der- 
nières coordonnées ne sont pas nulles simultanément. On déduit 
alors des conditions (1) qu’on ne peut avoir 


S(OA) < mx 


que si les » — £ + 1 dernières coordonnées de À sont nulles, cette 
condition nécessaire n’étant pas, bien entendu, suffisante; en 
raisonnant comme pour le premier théorème, on voit que deux 
corps l'Â(4), l'Â(4a’), ne peuvent empiéter que si les 2a— + 1 der- 
nières coordonnées de 4 et 4! sont les mêmes. 

Répartissons les corps de Q; en (26 +1)*-Âft groupes de 
(20 + 1){7t corps, dans chaque groupe les centres des corps ayant 





(!) On ne compte, bien entendu, qu’une fois les parties communes à deux ou 
plusieurs corps qui empiètent. 
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les mêmes nr — k +1 dernières coordonnées (nombres entiers). 

D'après ce qui précède, deux groupes distincts ne peuvent avoir 
P jui P ) grout F 

de points communs de sorte que px est égal à la somme des volumes 
P Ÿ | k 5 

de chacun des groupes. Mais ces volumes sont égaux entre eux, 

car on peut établir entre les points de deux groupes une corres- 

pondance biunivoque qui consiste à ajouter aux n —k +1 der- 

nières coordonnées des constantes entières. On a donc 


pre (24 _E 1)2—Â-+1 ® } 


| = f.…. far dE AT? 


3 PAS 
| FT En OM — € DR ee: Ce : mx; 


| le;| entier £ w. 


Mais on peut calculer l'intégrale précédente en deux étapes, 


S = ff... far. ds 


1 
(Gi Ety roy Th — Ek—is lky es tn) = 2 mx; 


Dr — JF. [santa 


Dans la deuxième intégrale les limites des £ sont données par la 
condition que S existe ou encore que l’équation 


(6) 


2 I 
(7) Jia Vitre tn)£ Em 


ait des solutions en y. 

Considérons maintenant le domaine Q;_,, si nous répartissons 
encore les corps en (206 +1)*-##1 groupes, les centres des corps 
d’un même groupe ayant les mêmes n — k + 1 dernières coordon- 
nées, a fortiori deux groupes n'empiètent pas et le volume est 


donné par 
Pg1 = (20 +i)r-k+iw, 


w= f... [Si dée… de, 
| Si= fe far + dre, 


! V4 | ÿ / { 
À ftœ— a “09 Di: k—13 Er Ce ep PL et 
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la limitation des t/ étant donnée comme précédemment en rempla- 

çant mx par mx_,. Pour comparer ce volume au précédent, 

multiplions les deux membres de la dernière condition par 
M} 


— , en faisant porter cette multiplication sur chaque va- 
M) 





riable dans f [ deuxième condition (5)] et faisons (!)le changement 
de variable 0€. — t;, on obuent 


; 1\2—k+1 Fe 
W y = ÿ 1PAEETEET 
| S= f fax on 
(6 bis) 


HO. 0e 


ES 
2 
La limitation des £ est cette fois la même que pour l'évaluation 
de S. Donc pour comparer w% et wy_,, il suffit de comparer S 
el S, pour un même système de valeurs de #4, ..., 4. Un tel Sys- 
tème étant choisi, les équations (6) et (6 bis) définissent des 
domaines dans le sous-espace de dimension Æ—1, défini par 
n — k +1 équations z;= {;j. On ne peut pas en général affirmer 
que le domaine (6) soit inclus dans le domaine (6 bis), mais on 
peut, en translatant l’un des deux domaines, s'arranger pour qu'il 
en soit ainsi. Soil (œ1,%», ..., 4x_,) une solution de (5) et faisons 
dans l'intégrale S le changement de variables (translation), 

0 —: 


: LA 
Ti — TL; + 





on obtient 


pour 


(6Gter) Jens an ts] 





IA 


Mais tout point du domaine (Ô bis) est intérieur à (6 cer). En effet 


D) 


(1) Dans le cas 2 = 3 (-coerdonnées x, y, z) et À = 3, on peut exprimer ce 
changement en disant qu’on fait une dilatation de cote sur les corps de Q, dont 
les centres sont dans le plan æoy. La cote de ces nouveaux corps varie alors 
dans les mêmes limites que pour les corps de Q, ayant leurs centres dans xoy. 
Les surfaces S et S, sont celles des sections de ces deux groupes de corps par un 
même plan parallèle à zoy. On interprétera sans difficulté les opérations faites 
pour leur comparaison. 


C. 8 
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la condition (6 bes) exprime que le point [..., 4(x;—e;), ..….,4;, ...] 
est intérieur au sens large au corps lÂ(o), 1l en est de même du 
point (...,@,..., {j,...), donc aussi du point 


(2, SCO C DANS 
12. (ÉPAPO Er) + se 15; Th ce 


; 0 —1 
Fe 6 RARES AU PAS CONS 


qui appartient au segment déterminé par les deux premiers, 
puisque 0271. Donc S, est au plus égal (!) à S, quels que soient 
les £ et en passant de là aux volumes 6, | 


Gr2—x+1 wy = (7 


4. Ÿ n—k+1 
[2% > M}, K 
Pris \ M1 


Ceci est vrai quel que soit Æ qui peut prendre les valeurs 2, 3, ..., n; 


en multipliant ces n — 1 inégalités membre à membre, on obtient 


ou 





On MoM3... Mn 
TL MER Le. 





ou, en ayant égard à la valeur de », et à l'inégalité obtenue 


pour P», 
ANA CU (EE) 
Ro et A RE pa AL 


Mi Mo... Mn= 
J 20 HI 


en remplaçant le deuxième membre par sa limite pour w infini, on 
trouve (5 bts). 
Evaluons par exemple la valeur du deuxième membre de (5) 
ou (5 bis) en prenant pour f la spanne à p paramètres (4). Sup- 
l’ Q , ] : ie os 1 | 7 —— a, 
posons l'espace:semi-réelfr;,..., tr, VAE RES 


[Jos fu. far des. dr. dy: dy. dy dy 


« 


ENESUE Di(ri+ y) <1. 


l'intégrale est un produit de r +s intégrales faciles à calculer 


(:) Il y a sûrement égalité si 0 —:1; d’ailleurs dans ce cas, on a identité 
entre Q,,, Q, .. Mais il pourrait aussi y avoir égalité dans d’autres cas. 
k1? k—1 


_ 
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(longueur d’un segment ou surface d’un cercle) 


et le deuxième membre des inégalités est 


2$ £ 4 2$ 
ur | A(T){A: …. pe u? ... HS —= —s | ACT) MAP: 





Du premier théorème de Minkowski on peut déduire un résultat 
intéressant, trouvé auparavant par Hermite, sur l’approximation 
simultanée d’irrationnelles par des fractions de même dénomina- 
teur. Soient par exemple trois nombres irrationnels à, b, c et 
le module & ayant pour base 


LE 00 

A —= 
Il O O 
O0 1 O 


considérons la spanne 


T 


SP ACOA | = maximum (à [2 | AB, Aly|, 5 ;), 





4, P, y, à étant les coordonnées d’un point du module. Le mini- 
mum de cette distance est au plus égal à [A(A)|—=1, ce qu’on 
peut encore énoncer : étant donné À, il existe quatre nombres 
entiers æ, y, 3, t tels qu’on ait simultanément 





A[æa+ yl|£r, X|æ0eler Alæc+t|£i1, 


ou encore on peut trouver une infinité de valeurs x, y, 3, £, telles 


que 
? + £ 
tA 


I 











Fa 
= 


? 








a+ | — 
FA 





Le 

Les résultats que nous avons obtenus s'appliquent évidemment 
aux tableaux de l’ensemble réduit. Soit un système de paramètres 
critiques et l’un. des tableaux minima V correspondant à ces 
valeurs. Un terme & du développement du déterminant A(V) est 
le produit de coordonnées de rangs différents appartenant respec- 
uivement aux points de V. Alors si dans l’expression de 5 nous 
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multiplions chaque coordonnée par le paramètre critique t de 


même rang, on obtient un produit, égal au précédent, de n nou- 


veaux facteurs, chacun d’eux étant au plus égal en valeur absolue à 


DUOA1) = Mr, S (042) = M, 4 S(04n) = Mn: 
Donc 


: AVES 
|ls|Smims..m,S< (2) | ACT )|. 


Chaque terme du développement de A(V) est ainsi limité en 
valeur absolue, en fonction seulement de A(T); il en est de même 
de A(V) qui, étant une somme de n! termes 5, est au plus égal à 


n!HIA(T) |, pu =(£)]. 


Soit maintenant U — SV le tableau réduit déduit de V; on a 





CRAVATE) ACL) 
a(81=]T% = | 





or, S estun tableau à termes fractionnaires au plus égaux à #, 
en valeur absolue, L’inégalité précédente montre que les dénomi- 
nateurs et numérateurs de ces termes sont limités supérieurement 
quel que soit le module considéré et seulement en fonction de r 
el de s. Ç 
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CHAPITRE VIT. 


RÉDUCTION D'UNE BASE D'UN CORPS ALGÉBRIQUE. 


Considérons maintenant un tableau de base d’un corps algé- 


brique K, 


(1) (1) (1) 
uw wi PARA SE 
(2) (2 (2 
wo" w$ a SR CNT 


(n) (n (n) 
CLS ,,, 0 


les w(® sont des nombres algébriques de K, le déterminant A(T) 
est différent de o, r colonnes sont réelles et 25 imaginaires conju- 
guées. Il n’existe aucune relation à coefficients entiers entre les 
termes d’une colonne de T, car la même relation devrait exister 
entre les termes des autres colonnes et A(T) serait nul. Nous pou- 
vons donc appliquer au système de tableaux équivalents à T la 
méthode de réduction continuelle, Supposons, en faisant s'il y a 
lieu une dilatation, que T est composé d’entiers algébriques ; tout 
point du module & de base T a pour coordonnées les nr con- 
jugués d’un entier complexe de K (la réciproque n'est vraie que 
si T est une base des entiers du corps); nous sommes alors en 
mesure de préciser les inégalités obtenues pour les tableaux réduits. 
Soit encore V un tableau minimum formé des r points 


Ai nat)... na), 
correspondant au système de paramètres critiques 44, le, ,.., ln 
dont le produit est 1. Les inégalités 
tj a | mi 
entrainent 


[NCA )1 = jeff af. af] S (msn. 


Mais d'autre part, les a(i) étant des entiers complexes, leur norme est 
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au moins égale à 1 et il en est de même de chaque minimum m;, 
de sorte que dans l'inégalité (5 bis) de Minkowski chacun des fac- 
teurs du premier membre est inférieur au second membre 


mi< HI|A(T)|. 
Donc si l’on fait sur V la dilatation de déterminant 1, 
V XX [ES Lo, …... A E 


chaque terme de ce tableau (et non plus seulement chaque terme 
du développement du déterminant), est limité supérieurement en 
valeur absolue [inférieur à H}A(T)|]. Il en est de même des 


termes du tableau réduit (1), 


(1) UC Lée REES S VO SOA RES 


puisque les termes de S sont au plus égaux à 1 en valeur absolue. 
Considérons alors la forme décomposable associée au tableau T'; 


FT, Le, Æn) = (ot; + Wir +... + Dr). 


Les coefficients de F étant des fonctions entières, symétriques 
séparément par rapport aux conjugués de chaque entier com- 
plexe w), sont des entiers rationnels. Il en est de même pour la 
forme D (équivalente à F) associée au tableau réduit U ou encore 
au tableau (1). Les termes de ce tableau étant limités supérieu- 
rement en valeur absolue, il en est de même des coefficients de D 
etil ne peut y avoir qu'un nombre fini de formes D distinctes. 
Comme la connaissance d’une telle forme n’entraîne célle du 
tableau auquel elle est associée qu’à une dilatation près, et 
comme d'autre part, 1l y a une infinité de tableaux réduits 
(si r+s>1) équivalents à T, on en déduit que Les tableaux 
réduits équivalents à T se déduisent tous par des dilatations 
d’un nombre fini d’entre eux. 

Ceci permet de démontrer qu’il existe des substitutions auto- 
morphes ou semblables de la forme F. On appelle ainsi toute 
substitution modulaire Ÿ qui transforme F en elle-même; ce qui 
revient à dire qu’au tableau Y X T est associée la même forme 


(*) Pour arriver à ce résultat il n’est pas absolument nécessaire de supposer T 
formé d’entiers, on pourrait encore l'obtenir en remarquant que si T est frac- 
tionnaire les normes des termes de © sont limitées en valeur absolue. 
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,: < A € , 
qu'à T, ou encore que ET —TE, le produit à droite par E étant 
une dilatation pour T. À chaque substitution automorphe de F 
correspond une substitution automorphe de ®. Car, si l’on a 


T = SU, on doit avoir 
(BAZS)D HUE (S-1ES modulaire). 


Mais UE est réduit dans le système de tableaux équivalents à TE 
qui est identique au système défini par T; donc on obtiendra tous 
les tableaux modulaires SES en cherchant parmi les tableaux 
réduits équivalents à T tous ceux qui se déduisent par une dilata- 
uon d’un tableau réduit Ü choisi. La signification des tableaux 
ainsi trouvés montre que le choix du tableau réduit initial U est 
indifférent et qu'on doit obtenir les mêmes tableaux €, en nombre 
infini, quel que soit U. Nous allons retrouver directement ces 
résultats pour un cas plus particulièrement intéressant. 


Unités d’un corps. 


Sapposons pour ce qui va suivre que T soit une base (!) des 
entiers d’un corps K(w)(r+s>1). D'après ce qui précède il y 
a au moins un tableau U réduit, équivalent à T, tel qu'il existe 
une infinité de tableaux réduits se déduisant de U par une dilata- 
tion, U'= UE; tout tableau canonique E, ainsi obtenu, est 
formé par les conjugués d’un entier du corps dont la norme 
est 1 (c'est-à-dire d’une unité du corps) et réciproquement 
toutes les unités du corps sont ainsi obtenues. 

En effet, U’ étant équivalent à U, on a 


EU = UE ou D UEU-1. 
Le tableau Ÿ ayant pour opérateur une base des entiers de K et 


étant à termes entiers, son tableau canonique E est bien formé par 
les x conjugués d’un entier e complexe de K; en outre, 


NRESN() = TE 1, 


Réciproquement, si e est une unité de K et su be tests se] 





(1) S'il n’en était pas ainsi, la‘ même recherche conduirait encore aux unités 
du corps si T était une base d’un idéal du corps ou aux unités d'un ordre si T 
était, à une dilatation près, la base d’un idéal de l’ordre. 
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est le tableau canonique formé par ses n conjugués, le tableau 
TET-'=E est unimodulaire. Mais alors, U étant réduit quel- 
conque, UE est un tableau réduit (conditions invariantes pour 
une dilatation) dans le système de tableaux équivalents à TE=—XT 
ou encore dans le système défini par T. Comme, pour cetle réci- 
proque, on peut supposer que U est un tableau réduit quelconque, 
on voit que le choix de ce tableau U initial est indifférent. 

Nous allons pouvoir déduire de ceci quelques précisions sur 
la structure de l’ensemble des unités d’un corps. Pour avoir cet 
ensemble, étant donné un tableau réduit U, il suffit de faire son 
quotient à droite par chacun des autres tableaux réduits U’ et de 
conserver ceux de ces quotients qui sont des tableaux canoniques. 
Il peut se faire d’abord que les termes de U et de U’ soient égaux 
en valeur absolue, alors les termes de E ={e,,e2,...,e, | ont sépa- 
rément 1 pour valeur absolue. Remarquons que toute puissance 
entière d'une unité est encore une unité; dans le cas présent, les 
valeurs absolues des conjugués de ef sont toujours égales à 1. Les 
points correspondants aux eÂ faisant partie d’un module type et 
ayant leurs coordonnées limitées supérieurement en valeur absolue 
sont en nombre fini. Donc les diverses puissances de € ne sont pas 
distinctes; on a, par exemple, 


ETESIE ou ET= 1; 


ce qui montre que € est une racine de l’unité. Il n’existe pas en 
général de telles unités dans le corps, à l'exception de +1; d’après 
ce que nous avons vu sur les éléments primitifs et imprimitifs, pour 
que ceci se produise il est nécessaire que le corps soit totalement 
imaginaire (25 — A). En outre, le nombre de ces unités, si elles 
existent, est fini, leur degré devant être un diviseur de n. 
Écartons momentanément ces racines de l’unilé, et même ne 
distinguons pas entre deux unités du corps dont le quotient serait 
une telle racine. Ceci revient à ne considérer que les valeurs 
absolues des conjugués de chaque unité. Soit |e,[, [es |, ..., [e»| 
ces valeurs (p—r+s); il y en au moins une différente de 1 d’après 
notre convention. Posons comme pour les systèmes de paramètres 


ri = logleil, ra = log|e2|, Dr rr=ulogle |, 


La condition N(e)= +1 entraîne entre les r la relation (4 ter:) 
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adoptée pour les paramètres; donc les points (74, r':, ..., lp) 
appartiennent au sous-espace À, ils y constituent un module car le 
produit ou le quotient de deux unités étant encore une unité, la 
somme ou la différence de deux tels points appartient encore 
à l’ensemble. Ce module est type, les inégalités | r;|< e entraînent 
en effet pour les | e;| une limitation supérieure et inférieure et il 
n'ya qu'un nombre fini d’entiers complexes, donc a fortiort un 
nombre fini d'unités satisfaisant à ces conditions. 

Enfin ce module est effectivement de dimension p — 1; considé- 
rons un ensemble de tableaux réduits, en nombre fini, dont on peut 
déduire tous les autres par des dilatations E. Chacun de ces tableaux 
provient d’un système de minima simultanés 4 de &, envisageons 
dans A l’ensemble (!) G des points pour lesquels au moins un des 4 
soit minimum ; cet ensemble est limité. Si maintenant, nous faisons 
sur les tableaux réduits précédents une dilatation E, à ces nouveaux 
tableaux correspond un nouvel ensemble G’ qu’on déduit de G en 


remplaçant chaque système de paramètres À; par a ou encore, en 


passant aux logarithmes, chaque point de G, 
CP1 Pas Php); par (Pi ris Pa Ta ce Pp— Th}; 


ce qu'on peut traduire géométriquement en disant qu’on fait sur G 
la translation (—7,, —r:,..., —7r,); tous les ensembles G’ ainsi 
obtenus doivent couvrir le sous-espace À. Or, ceci ne peut se pro- 
duire si les points (— 74, — rs,..., —r}) appartiennent à un sous- 
espace de À; car s’il en était ainsi, on aurait une relation 


Pen ml ÉD on 20 NP pe PpTp — O0; 


d'autre part, G étant limité, ses points vérifient une inégalité de la 
forme 

| 1 pi + P202 +.. + pPp| < Fe 
et cette inégalité serait vérifiée par les points de tous les G” qui ne 
pourraient donc couvrir À (?). 





(:) C’est encore un domaine et en choisissant convenablement les tableaux 
réduits initiaux, on pourrait s'arranger pour qu’il fût d’un seul tenant et sans 
trous. , 

(?) On pourrait modifier la démonstration précédente en montrant, par exemple 
l'existence d’unités, dont p — 1 coordonnées seraient inférieures à une quantité 
donnée, en valeur absolue; la démonstration précédente me parait plus conforme 
à l’esprit de la méthode des variables continues d'Hermite. 
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Le module des 7 étant type et de dimension p — 1, tous ses 
points sont donnés par l'égalité 


HUTAONT 2 RENE Tp = T1 To ... T p—1 I x K, 


les x étant des entiers et R une matrice de type (p —1,p) et de 
rang p —1. En remontant des logarithmes aux nombres et en 
ayant égard à ce que nous n'avons pas distingué entre deux unités 
différant par une racine de l’unité, on voit que toutes les unités 
seront comprises dans la formule 


= e(ett))t(et2) je. : er )Ep—1, 


e élant p—1 unités convenablement choisies (lignes de R), 
æ; des exposants entiers et € les racines de l’unité du corps (?). 
On voit en outre que pour p > 1 les unités el” qu’on peut appeler 
fondamentales ne sont pas déterminées, R n'étant alors défini 
qu'à une équivalence près; on en déduit immédiatement les re- 
lations entre les divers systèmes d'unités fondamentales. | 

Il n’est pas sans intérêt de constater que, dans chaque cas où l’on 
aura une méthode pratique de recherche des tableaux réduits, la 
démonstration précédente donnera non seulement une affirmation 
d'existence des unités, mais encore un procédé de recherche (on 
pourrait presque dire le seul procédé de recherche, en tenant 
compte de la latitude possible dans la définition des tableaux 
réduits). En précisant dans chaque cas particulier la démonstra- 
uon du fait que le module est de dimension p — 1, on trouvera un 
système d’unités fondamentales (système de translations fonda- 
mentales). C’est ainsi que pour le deuxième degré la recherche 
d’une unité fondamentale est ramenée à un développement en 
fraction continue. 

Indiquons enfin la relation entre ce problème des unités et la 
résolution d’une certaine équation diophantique. Tout entier com- 
plexe a pour conjugués les termes de 


RO A Lt in a (x entiers). 


(1) Dans le cas du deuxième ordre réel ou du troisième ordre à corps imagi- 
naires conjugués, cette formule se réduit à 


TE NE QU ET 


on peut comparer ceci avec la résolution de l’équation de Pell-Fermat. 
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Chercher ceux de ces entiers dont la norme est Er revient 
à résoudre l'équation diophantique 


Péri Do bn). 1, 


Des è k (oilz+wft/z+...æ+ we), 


Fest la forme décomposable associée à T (supposé constitué par les 
entiers w(®), Nous avons vu qu'on obtient en même temps les 
substitutions automorphes de F. 


Propriétés du discriminant. 


La limitation obtenue pour les termes d’un tableau réduit peut 
encore s'appliquer à la représentation des termes d’un corps par 
des tableaux. Toujours avec les mêmes notations que précédem- 


ment, le tableau 
Xe Con 2; 0, Ur! 


a ses termes ralionnels. On peut faire une dilatation sur l’opérateur 
sans changer X et supposer, en faisant la dilatation [4,, 4, ..., tn |, 
que les termes de cet opérateur sont limités supérieurement en 
fonction de |A(U)|—}|A(T)|. IL en est de même des termes de X, 
mais la limite supérieure dépend cette fois de | A(T)[et des valeurs 
absolues des 5;. Nous allons appliquer ces résultats pour démon- 
trer qu'il n'y a qu'un nombre fini de corps d'ordre n ayant un 
discriminant donné d. 

Pour y arriver, supposons qu’on ait représenté les nombres 
de chaque corps cherché par des tableaux, l'opérateur étant une 
base réduite Ü du corps, [A(U)] est égal à VId]. D'après le pre- 
mier théorème de Minkowski, dans le module de points de base U, 
exisle au moins un point (wi, @»,..., ©,) tel que 


(loi alle) < HJA(U) |; 


w est un entier complexe, le tableau correspondant a ses termes 
entiers et limités supérieurement, en valeur absolue, en fonction 
seulement de 4 et H supposés connus. Donc, il ne peut y avoir 
qu’un nombre fini de tels tableaux, donc de représentations, donc 
de corps. 
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Ce théorème a été établi, suivant une marche analogue, par 
Hermite (Journal de Crelle, 1. AT), qui l’énonçait : {l n'y a 
qu’un nombre finit d’irrationalités distinctes, parmi les ra- 
cines de toutes les équations algébriques à coefficients entiers 
de degré et de discriminant donné. W entendait par irrationalités 
non distinctes deux nombres algébriques tels que l’un fût une 
fonction de l’autre, rationnelle et à coefficients rationnels. 

Remarquons encore que la démonstration précédente peut, à la 
rigueur, Conslituer une méthode de recherche des corps d'un 
discriminant donné; toutefois, cette méthode basée sur des 
inégalités fournirait non seulement les corps dont le discriminant 
est égal à d, mais ceux pour lesquels 1l est inférieur (en valeur 
absolue), et peut-être certains pour lesquels il est supérieur. 
Enfin, il peut se faire qu’il n’y ait pas de corps dont le diseri- 
minant soit d. On peut indiquer à ce propos la propriété trouvée 
par Minkowski et qui est une conséquence du théorème Î 
Le discriminant d'un corps est toujours différent de &1. 

En effet, considérons un corps déterminé et T une base de ses 
entiers; dans le module & de base T, on peut trouver un 
point A(@I,%»,...,ar) et un système de paramètres tel que la 
spanne à p paramètres S(o4) ne soit pas à la fois de rang 1,2, ..., 
p, et soit au plus égal à la racine n°"° de 


(2)'acni=(£)'vrar. 


On en déduit, « étant l’entier du corps K correspondant à 4, 
I[NCa)l= l'air tas] <[Stod "|? | VId|, 


ce qui démontre le théorème, puisque N(x) est au moins égal (!) 
à 1. On peut trouver des limites inférieures plus élevées, en 
considérant la trace (?) au lieu de la norme, et en supposant 
alors que S représente l'écart. 


(!) Danse cas n = 2, p =1,on a Na) = ]|ax, a, | = [S(oa)]?.Ilya donc excep: 
tion à la démonstration précédente, mais comme (2) est inférieur à 1 la pro- 
priété est toujours vraie. 

(?) Voir sur ce sujet soit la Geometrie der Zahlen soit les Diophantische- 
Approæimationen. 
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Classes d’idéaux. 


Nous avons vu (Chap. V) qu’en prenant une base d’un idéal 
entier ou fractionnaire P X'T d’un corps K comme opérateur, 
on obtient une représentation des entiers complexes de K par des 
tableaux à termes entiers. À chaque idéal de K correspond ainsi 
une infinité de représentations en remplaçant P X T par une base 
équivalente; on n’en aura plus qu’un nombre fini si l’on convient 
de ne prendre pour opérateur que des tableaux réduits; en effet, 
puisque P X T est une base d’un corps algébrique, ces tableaux 
réduits se déduisent par dilatation d’un nombre fini d’entre eux, 
et à deux opérateurs différant par une dilatation correspond une 
même représentation, nous pouvons dire que de telles représen- 
tations sont réduites. 

Les représentations correspondant à deux idéaux différents & 
et 1 sont-elles nécessairement distinctes? Pour qu'il y en ait deux 
confondues, il faut qu’une certaine base de 4 se déduise d’une 
Béddenmiiparune dilatation PT —P'T *%<|5,,..;,w,l]; cette 
dilatation est nécessairement formée par les » conjugués d’un 
nombre 5 du corps, non nécessairement entier, de sorte que 
l’idéal & doit être égal au produit de 4, par l'idéal principal [5] 


(2) % = [5]. 


Si réciproquement 1l en est ainsi, à toute base de 4 cor- 
respond une base de 1» déduite par la dilatation [w,, ...,w] 
et inversement, de sorte que toutes les représentations correspon- 
dant à -L et 15 sont identiques et, en particulier, les représentations 
réduites (puisqu'elles sont invariantes pour une dilatation) 

Nous dirons que deux tels idéaux dont le quotient est un 
idéal principal sont équivalents (!), et nous noterons 


db rv 1. 


Le fait de l'identité des représentations prouve immédiatement 
que l’équivalence de deux idéaux est réciproque et que deux 


(1) La raison de cette dénomination est qu’aux bases des idéaux équivalents 
sont associées des formes décomposables équivalentes, à un facteur numérique 
près pour leurs coefficients. 
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idéaux équivalents à un autre le sont entre eux. Ceci résulte aussi 
des calculs manifestes 


A Ï 
% = VW[w|, entraine vb = LL: 
| se 
WW —e w | TD 
Le}, entrainent ol =w[z |. 
bee E[w], Lo} 


Donc, on peut répartir sans ambiguïté les idéaux en classes, 
deux idéaux d’une même classe étant équivalents. À tous les idéaux 
d’une même classe correspondent les mêmes représentations 
réduites en nombre fini. Tous les idéaux équivalents à [1] sont 
tous les idéaux principaux et forment la classe dite prin- 
cipale. 

Pour chercher si deux idéaux A” et A” sont de même classe, 
considérons l’ensemble des bases réduites de &/, U, U,, ...; 
dans chacune d’elles, divisons les termes des différentes lignes par 
les termes correspondants de la première ligne, on obtient ainsi 
des tableaux W,, W,,...: Pour deux U' différant par une dila- 
tation, les rapports mutuels des termes d’une colonne sont les 
mêmes, 1l leur correspond le même tableau W'; donc ces derniers 
sont en nombre fini. Il suffit de faire les mêmes opérations sur 4”, 
si les U” diffèrent des Ü’ par une dilatation, les W” devront être 
identiques aux W. 

On peut considérer que ces tableaux W sont caractéristiques 
d’une classe d’idéaux. Chacun d’eux W'est déduit d’une base U! 


X1 Ln 


hd : : l I Û 
d’un idéal 4/ par une dilatation É ..) = a étant le nombre 


qui constitue la première ligne de U’, donc W' est une base de 


l'idéal À! x |: on obtient ainsi dans la classe un certain 
nombre fini d’idéaux ® qu’on peut appeler encore réduits, et 
pour chercher toutes les classes, il suffit de chercher tous ces 
idéaux réduits; chacun d’eux peut d’ailleurs avoir plusieurs bases 
réduites. Un tel idéal content tr, c’est donc l’inverse d’un idéal 
entier (Chap. V) et sa base relative est l’inverse P-! d’un Tableau 
à termes entiers. 

Nous allons alors montrer que le nombre des classes d’idéaux 
est fini. En effet, tout tableau W' étant réduit dans le système 


défini par P-'X T, la norme de la première ligne qui est 1 ‘est 
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inférieure à m,; donc, d’après le premier théorème de Minkowski 


IS H[ACT)[ x FACP-1)1, 
[ACP)IZ HEACT)}; 


[A(P)| est limité supérieurement. Il en est de même des déno- 
minateurs des termes de P=' et le déterminant A(P-') ne peut 
prendre qu'un nombre limité de valeurs; les tableaux Pt ne 
peuvent donc appartenir qu'à un nombre fini de systèmes. Mais 
à des tableaux P-' équivalents correspond un même idéal, il n’y 
a par conséquent qu'un nombre fini d'idéaux réduits (1), donc de 
classes. 


L’équivalence des idéaux ést liée à leurs règles de calcul: 
À © Up, 


PES entraînent bb’ VL UD”. 
et © UV 
= D 


En effet, les deux premières égalités traduisent des égalités 
À —= L'[w |], ds = 15/[ |; on en déduit vb — L'D'[ow |. On 
peut encore énoncer ce résultat en définissant le produit de 
deux classes d'idéaux; étant données deux telles classes À 
et 3. on appelle ainsi la classe € — À x D constituée par tous 
les idéaux produits d'un idéal de X par un idéal de B. 
L'ensemble de ces produits est bien une classe d’après ce qui 
précède; en outre, l'opération ainsi définie est manifestement 
univoque, associative et commutalive, ainsi que la multiplication 
des idéaux qui sert à la définir. La classe principale D joue le 
rôle de l’unité, car elle est telle que DA = À. 

Il y a une et une seule classe inverse d’une classe donnée consti- 
tuée par les inverses des idéaux de la classe primitive, car toutes 


(1) On aurait encore pu montrer qu’il n’y à qu’un nombre fini de représen- 
tations ayant pour opérateur un tableau W' (voir propriétés du discriminant); 
[A(W')}n'est pas connu, mais limité supérieurement et inférieurement. Donc les 


termes de 
WE LORR 0 [e Wir 1 


qui sont des entiers rationnels sont aussi limités supérieurement en valeur ab- 
solue, quand w est un entier déterminé du corps 

L'inconvénient de cette méthode est de fournir les représentations réduites qui 
peuvent être en plus grand nombre que les idéaux réduits. Le calcul effectif du 
nombre de classes est un problème assez difficile et n’a été abordé Jusque main- 
tenant que par des méthodes analytiques analogues à celles employées pour la 
densité des nombres premiers. 
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les solutions de 
XX © [1] ou A-X = [x], 


sont données par 


Xe — A Ti [| ou eX TV ra. 


On en déduit aisément les règles de calcul (!) sur les classes. 
Ces classes, étant en nombre fini, forment un groupe d’un nombre 
fini d'éléments dont la structure est en quelque sorle caractéris- 
tique du corps considéré; on pourra aisément la trouver en choi- 
sissant un idéal dans chaque classe et en formant leurs produits 
deux à deux. Cette structure étant établie, tout calcul sur des idéaux 
se ramènera ensuite à des calculs sur des idéaux principaux, quo- 
tients des idéaux donnés par ceux qui servent à représenter les 
classes. 

Remarquons encore que le nombre de classes d'idéaux étant 
fini, les puissances de l’une d'elles, quelconque, ne sont pas 
indéfiniment distinctes, c’est-à-dire 


X+g — AXE ou A = D, 


c’est dire encore que pour tout idéal & 1l existe une puissance 
telle que 4 soit principal. Ceci posé, considérons l’ensemble de 
tous les entiers complexes algébriques et soit &, 6, ..., un nombre 
fini d’entre eux. Ils définissent un corps K(x,f,...), et dans ce 
corps, un idéal entier À dont une puissance À est un idéal prin- 
cipal [w | nécessairement entier; considérons l’entier à défini, au 
produit près par une racine de l’unité, par l'équation 


" 
Dr 0: 


Tout entier complexe £ diviseur commun de «, 8, ... divise 
tous les entiers de &; £# divise les entiers de 4/4, et par consé- 


(1) Si l’on considère les systèmes de formes décomposables définis respective- 
ment par À et 8, le système de formes défini par € est tel que chacune de ses 
formes à pour valeurs numériques les produits des valeurs numériques des pre- 
mières formes. Un exemple connu de cette composition de deux formes est donné: 
par l'exemple du corps K(ài), il n’y a alors qu’une seule classe d’idéaux, la classe 
principale, les formes décomposables associées ayant pour valeurs numériques 
des sommes de deux carrés de nombres entiers, ceci se traduit par le fait que le 
produit d’une somme de deux carrés (d’entiers ordinaires) est une somme de 
deux carrés. 
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quent w, done £ divise à. Réciproquement, 84 divisant 4, 84, ... 
(quotients entiers algébriques), à divise &, 8, ..., donc, a fortiori, 
tout diviseur de à divise &, 8, ..., c’est dire que l’ensemble de 
tous les entiers complexes diviseurs communs de plusieurs 
entiers en nombre fint «,$,"7 est identique à l’ensemble de tous 
les diviseurs d’un même entier complexe à (qui n’est pas néces- 
satrement du corps défini par les premiers). C’est l’extension 
de la propriété du plus grand commun diviseur à l’ensemble (") 
des nombres entiers algébriques. 


(!) Cette propriété, due à M. Dedekind termine un article du géomètre 
allemand sur les idéaux dans le Bulletin des Sciences mathématiques (1859). 
C'est, à ma connaissance, exception faite de quelques traductions récentes et d’un 
opuscule de H. Laurent, le seul exposé écrit en français sur l’arithmétique des 
corps algébriques. 
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NOTE I. 


PÉRIODES DES FONCTIONS. 


La théorie des modules est susceptible d’applications intéressantes 
aux propriétés des fonctions périodiques. Nous allons dans cette Note 
en indiquer quelques-unes des plus essentielles; la plupart d’entre elles 
ainsi que les définitions adoptées ont été empruntées au très intéres- 
sant Mémoire de M. Esclangon sur les fonctions quasi-périodiques (1). 

Nous compléterons d’abord un résultat obtenu pour les modules 
non types de dimension 1 : 


1. St un module OÙ dans un espace à n dimensions n'est pas 
type, il existe un sous-module ® de M, peut-être confondu avec M, 
dont les points forment un ensemble partout dense dans l’espace 
ou dans le sous-espace de dimension p, qu’ils définissent. En outre, 
le module M se déduit de ® en ajoutant à chacun de ses points 
ceux d’un module type 9 au plus de dimension n — p =. 


En effet il y a une infinité de points de AT vérifiant 
(1 [al <e, la <e, >. arte 


quel que soit €. Pour une première valeur de e, les solutions définissent 
un sous-espace linéaire E passant par l’origine et peut-être confondu 
avec l’espace ; si l’on donne à & des valeurs décroissantes, on obtient 
des sous-espaces E/, E”, ..., chacun d'eux inclus ou identique au 
précédent et tous de dimension non nulle. Pour une valeur €, 
suffisamment petite, on obtiendra un sous-espace E, de dimen- 
sion p (m2=2p21) qui restera le même pour toutes les valeurs infé- 
rieures de €. C’est dire encore que, pour € <e€,, toutes les solutions 
de (1) seront dans E, et qu’on pourra toujours trouver p d’entre elles 
formant une matrice de rang p. 

Soit une telle matrice B dont les valeurs absolues des termes soient 
inférieures à n et considérons les coordonnées relatives w; des points 





(!) Annales de l’Observatoire de Bordeaux, 1904. 
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de E, par rapport à B 
{| Ti .….. ln Hs ]| U; ... Up PB: 


Alors, si l’on prend un point m déterminé (u,, ..., u,) de E,, il existe 
un système d’entiers (e1, ...,e,), tels que 


I 
(| Ui — ei |; | Us — ea |, Lun) [up— ep|)£ =: 
Mais ces entiers sont les coordonnées relatives d’un point 4 de 


appartenant à E,, et si a; en sont les coordonnées absolues et x; 
celles de m, les inégalités précédentes entraînent 


ITA 


I 
([2i— &l, [ta al, +, [Ta—an|) 32}; 
ce qui montre qu’au voisinage de tout point M de E, existent des points 
de AÙ. 

Soit alors P une matrice de ce sous-espace, Q une matrice formant 


” ) ; 
avec P un Tableau d'ordre n, À — 5 et faisons le changement de 
coordonnées 
TN A RE Ve 1 te, 03 || ><A 


EP en Re Inst, ..: 0:22 1 XP. 


Les inégalités (1) entraînent des inégalités analogues pour les nou- 
velles coordonnées 


A 


foil<e, D: à [og <<; ei LS € ... [Ch LE. 


Pour les valeurs assez petites de £&/, tous les points vérifiant ces 
? 


inégalités sont dans E,, c’est-à-dire que les coordonnés b sont toutes 
nulles ; or les points (b,, ..., b,) forment un module, pour €! assez 
petit il n’y a aucun de ces points vérifiant les q premières égalités 
précédentes; donc, quel que soit &', il n’y en a qu’un nombre fini et 
le module est type, ou encore 


[| b; … by rt fl ei . Er ER: 
R tableau d'ordre r £gq et les e entiers. En revenant aux coordonnées 
absolues des points de 9 


A  . an Le ei D AREXO EH IL cr 3. cs ILX P, 


La première partie de la somme du deuxième membre représente des 
points d’un module type 9 de dimension r=q; la deuxième partie 


132 NOTE I. 


représente des points d’un module, contenus dans E, et qui y 
forment, d’après ce qui a été dit, un ensemble partout dense. 


Il y a également intérêt à connaître un criterium pour distinguer 
le cas des modules denses ou non denses dans tout l’espace : 


2. Pour qu’un module de points (&,.&:, ..., &a,) ne soit pas dense 
dans tout l’espace, il faut et il suffit qu’on puisse trouver u,, 
U, ..., un tels que le module de nombres (u; a; + usa) + ... + una») 
soit type. C’est dire encore qu’on peut projeter le module sur une droite 
de facon que le module obtenu soit type. 


Si le module est non dense dans tout l’espace, ses points sont donnés 
par la formule (2) où p, rang de P, est inférieur à x; alors 1l suffit de 
choisir pour les w les coefficients de la première ligne dans le dévelop- 





FR 
pement du déterminant de ( ) — À' de facon que 














| u, | AA) U] O 
Ë d e 
RQx| : |= VU = 
at 
Le | O LL 0 
| U;] 
Ua +... + UnAn= || di ... ani  X — 61 À (NS 
| Lt 


Réciproquement si 
UE + Un An —="eAiX, 


e; entier quelconque et & déterminé, il n’y a aucun point du module 
au voisinage d’un point (æ:, ..., æ,) tel que 


Z 
Ui Lai ... —+- Un LT n — ge | 
2. 


et le module n’est pas dense dans tout l’espace. 


Fonctions périodiques. — Considérons maintenant une fonction 
de x variables réelles F(x,, æ», ..., æ,): supposée. définie pour 
toutes valeurs des +, ou encore dans tout l’espace réel à 7 dimen- 
sions. On dit que cette fonction est périodique et admet la période 
(y, 3, ..., &4n) où plus simplement (a;) si, quelles que soient les 
variables +, 


F(x1 + dj cs Tan + Œn) = Fher Mr ren): 
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on en déduit que, quels que soient des x’ : (x; =x;+ a;), 
F(a;— ai) =F(x;), 


c'est-à-dire que F admet la période (— a;). Si une fonction admet 
les deux périodes (a;), (b;), elle admet manifestement (+ a; b;); 


car 
PET a 0 ACTES ai) = F{æxi). 


Donc, si l’on considère une période comme définissant un point d’un 
espace à 2 dimensions, les périodes d'une même fonction forment un 
module. 

Si l’on fait sur les variables æ une substitution linéaire définie par 


PAR 2 RSA le A; MPA(A) #70, 


la fonction des x devient une fonction ® des y encore périodique, dont 
les périodes (b;) sont données en fonction des (a;) par la même subs- 
titution. Il peut se faire que, par un choix convenable de A, la 
fonction ® ne dépende plus que de q variables au lieu de n, par 
exemple Yy,, ..., y. C'est dire que ® ou F reste constante lorsque 
Va+1s <-., Yn Varient d’une façon quelconque, donc certaines périodes 
de ® seront constituées par 


(o, .….. O, M. ….) Le À 


les À ayant des valeurs complètement arbitraires. On en déduit pour F 
des périodes correspondantes qui seront constituées par tous les 
points du sous-espace défini par l’origine et les na — 4j —p dernières 
lignes de À; c’est ce que M. Esclangon appelle des périodes im- 
propres. 

Dans le cas où F est continue dans tout l’espace, on peut préciser 
la nature du module formé par ses périodes : 


3. On peut alors ramener F par une substitution linéaire à n'être 
qu'une fonction ® de q variables indépendantes (q £n), les périodes 
relatives à cette nouvelle fonction formant un module type dans 
l’espace à q dimensions. 


Soit DIT le module des périodes; s'il est type l’ensemble des points 
de AC n’est dense dans aucun sous-espace, a fortiori il ne contient 
pas de périodes impropres (formées par tous les points d’un sous- 
espace) et aucune substitution ne peut diminuer le nombre de 
variables de F; M. Esclangon appelle une telle fonction, trréductible. 
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Si AT n’est pas type, ses points, c’est-à-dire les périodes de F, sont 
donnés par légalité (2). Appelons D(y:, ..., Vs 1, ..., zN) la fonction 


P 
cette fonction admet les périodes (c;, ..., c,) qui forment un ensemble 


dense dans tout le sous-espace à p dimensions. Donc pour toutes valeurs 


Le ", Q 
transformée de F par la substitution associée au Tableau À = ( = 


des z, on peut trouver des c tels que, quel que soit &, 
|z1— Cle, | 32 — Col Ke, Tes [3p— Cp| < €. 


Mais ® étant continue, pour un système donné de y, on peut à toute 
valeur donnée de e’ faire correspondre une valeur de &, donc des c;, 


tels que 
[PCs ces Vas Ze .es Sphor P(Y1 1 Fos Che CPE 
ou, en tenant compte de la périodicité, 
[PV 22 Mas Zn. 3p) P(V1 Was O0) CE OR 
comme €’ est arbitraire, on en déduit 
PE Vs, es Vas Since sp) DVI PR LTD RE OI 


c'est dire que ® ne dépend pas des 3 et l’ensemble des points (c;) est 
identique à celui des points de E,. Les seules périodes de ®, considéré 
comme fonction des y, sont (b,,..., b,) et elles constituent un 
module type, ce qui démontre la proposition énoncée. 

Si nous revenons aux périodes mêmes de F, on peut mettre leur 
expression sous la forme 


Far. 0 = Er Re e; t OR7 À pl #0 


les À sont des indéterminées quelconques et les e des indéterminées 
entières; la matrice R de type (7, n)et de rang r (7 £n—pjest défin? 
à un produit près à gauche par un tableau unimodulaire d'ordre 7'; 
la matrice P de type (p, n) et de rang p est défini à un produit près à 
gauche par un tableau quelconque d’ordre p. Il est à remarquer que 
la démonstration resterait valable si F avait des discontinuités isolées. 

Si une fonction est irréductible, le module de ses périodes est type 
de dimension au plus n; c’est dire encore qu'il y a au plus » périodes 
indépendantes, toutes les autres s’en déduisant par addition et sous- 
traction. Dans le cas particulier d’une seule variable, la fonction est 
constante ou irréductible; dans ce cas, toutes les périodes, si elles 
existent, sont de la forme Æx, £ indéterminée entière. 

On peut encore appliquer le résultat obtenu à une fonction de x 


2 
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variables imaginaires (x; +ix, ...,æ,—+ix,) en la considérant 
comme fonction des 27 variables réelles (æ1, æ\, ..., æh, æ,); si elle 
est irréductible, elle a au plus 27 périodes indépendantes, dont 
on déduit toutes les autres par addition et soustraction. Les parties 
réelles et imaginaires de ces 22 périodes doivent former un tableau 
d'ordre 272 à déterminant non nul. Il faut pour cela qu’il n’existe entre 
les 2n périodes aucune relation linéaire et homogène à coefficients 
réels. Dans le cas nr —1,1il ne peut y avoir plus de deux périodes et 


leur quotient ne peut être réel (cf. les Traités sur les fonctions ellip- 
tiques). 


Fonctions quasi-périodiques. — Considérons une fonction pé- 
riodique irréductible F(zx,, ..., æ,) à n variables, les périodes 
(@;, 4, ..., a,) formant une module type OÙ de dimension n et 
de base À (fonctions entièrement périodiques). Pour connaître la 
fonction F, il n’est évidemment pas nécessaire de se donner ses valeurs 
pour tout point de l’espace, mais seulement pour les points intérieurs 
à ce qu’on pourrait appeler un parallélipipède des périodes, c'est-à- 
dire, par exemple, pour les points dont les coordonnées relatives au 
tableau À sont comprises entre o et 1 ; tout autre point de l’espace se 
déduit en effet d’un de ceux-là en ajoutant un point du module type 
(à coordonnées relatives entières). Mais si F est continue, il n’est pas 
non plus nécessaire de connaître sa valeur pour tout point de ce paral- 
lélipipède, mais seulement pour un ensemble de points qui y soit par- 
tout dense; on dédtira la valeur de F pour les autres points par 
continuité. Peut-on arriver au même résultat en se donnant la valeur 
de F en tous les points d’une droite issue de l’origine, mais conve- 
nablement choisie? 

S1 les points de la droite ont pour coordonnées (if, œ&t,..., ant), 
t paramètre variable; de la donnée de F en ces points, on déduit 
immédiatement sa donnée en tous les points de l’espace 


© Ses an PES RATS 
(3) Gi—= dé + Ai, G2 = dal + A, ….) En = Ant + An; 


congrus aux points de la droite (module I) et formant un mo- 
dule R. Pour que cette donnée détermine F, supposée continue, 1l 
faut et il suffit que l’ensemble de ces derniers points, qui forment un 
module, soit dense dans tout l’espace (voir 7raité d'Analyse de 
M. Baire, Principe d'extension). On conçoit alors l'importance du 
principe : 


k. Pour que tous les points congrus (module SV), aux points de 


136 NOTE I. 


la droite 
Ti To _: Tn 





(o 4] La An 


(c’est-à-dire les points de R) forment un ensemble dense dans tout 
l’espace, il faut et il suffit que, si l’on pose 


MES annee il: .. Pr IX A 


il n'y ait aucune relation, linéaire, homogène, à coefficients entiers 
entre les G. 


Les coordonnées relatives des points (3), relativement à À, sont 
(3 bus) n= $it+e:, no = rt +62, es Nn = Pate, 


les e étant des entiers quelconques. S'il existe entre les 5 une relation 
linéaire et homogène à coefficients entiers w;, on à 


UiNi+ Uol2te.. + Unln= Ut +... + UnEn; 


le module formé par ces nombres, étant composé d’entiers, est type et 
le module R n’est pas dense dans tout l’espace. Réciproquement si & 
n’est pas dense dans tout l’espace, on doit trouver des # tels que le 
module de nombres | 


Pini + Pano+e + Pan =K(Viei +.. «+ Pnen) + (P1$1+...+onbn)é 


soit type (propriété 2). Pour qu'il en soit ainsi il faut déjà que le coef- 
ficient de € soit nul; en outre, les nombres (re + ... +w,e,) 
devant être, quels que soient les entiers e, des multiples entiers d’un 
même nombre &, les #; sont de la forme «w;4, u; entier et pour ces 


entiers, on a 
A j G, — 
U; pi des | Un | 1 Mess O. 


M. Esclangon et, en même temps que lui, M. Bohl ont considéré 
le cas particulier d’un module AC dont [a base À est canonique 


Alt, «en in 


(fonction pérodique séparément par rapport à chaque variable) et la 
droiteæ,—=x;—=...—x,. La condition précédente est alors identique 
à l'absence de toute relation linéaire, homogène à coefficients entiers 


. Li < . . . 
entre les inverses — Remarquons qu’à un point de vue, pour ainsi 
nm; 


dire inverse, si l’on a trouvé une droite passant par l’origine et rem- 
plissant les conditions de la propriété #, on peut, pour la donnée de F, 
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remplacer cette droite par toute autre droite parallèle (œ;£+ y;), on 
ne fait ainsi qu’une translation (y;) sur le module R. 

Enfin, en supposant toujours F continue, la fonction f(£), obtenue 
en prenant les valeurs de F sur une des droites précédentes n’est pas 
quelconque. La donnée a priori de f entraîne la donnée de F, en des 
points d’un ensemble dense, il faut et suffit que la fonction ainsi 
définie pour ce seul ensemble de points soit elle-même continue 
(voir Bas, loc. cit.). On peut traduire ceci par une condition néces- 
saire et suffisante pour f : 


9. Pour que f(t) représente les valeurs d'une fonction pério- 
dique F(x;, ..., æ,) de périodes 


PO CRAN Rae er, IL << À (e; entiers), 


en tous les points d’une droite (ait, ..., a,t) vérifiant les conditions 
de la propriété 4, il faut et il suffit qu'étant donné t quelconque 
el un nombre £ > 0 on puisse trouver un nombre e', de facon que 
pour toute valeur t' teile que 


[laité—t)—el, ..., an(t—t)—a,[] <e 


ou telle encore que B;(t— t') diffère de nombres entiers de moins 
de €”, on ait 


PATI Sr INSIE RS 


Une telle fonction f({) est appelée par M. Esclangon quasi-pério- 
Ï 5 
dique, on voit qu'elle n’est pas périodique, mais repasse une infinité 
de fois par des valeurs aussi voisines qu’on voudra d’une quelconque 
I 
de ses valeurs. Il existe une infinité de telles fonctions attachées à 
un même module AC de périodes et à une même droite. L'expression 
de ces fonctions au moyen d’un certain nombre d’entre elles se rat- 
Y 
tache plutôt au domaine de l'Analyse. Je renvoie pour cela le lecteur 
au Mémoire de M. Esclangon; on y trouvera aussi une question 
d'ordre plus arithmétique mais que le cadre de cet Ouvrage ne me 
permet pas de développer : la recherche des différents modules de 
périodes auxquels est attachée une même fonction quasi-périodique. 
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NOTE II. 


EXEMPLE DE CORPS ALGÉBRIQUE. 


Nous allons étudier comme exemple de corps algébrique K (82). 
L'irrationnelle du deuxième degré w — 82 est un élément primitif 


du corps, son conjugué étant w'—— /82; tout nombre du corps est 
de la forme 5 — x + yw, x et y étant rationnels [forme (1) du Cha- 
pitre IV |; la norme de w est 


N(&) = (x + y 82) (x — y 82) = x? — 82 y2?. 


On peut voir sur ce cas une propriété générale pour tous les corps 

LA NA © 4 ù è TE Fe 
du deuxième degré: les nombres du corps conjugué K(w') appar 
tiennent au corps lui-mème. En prenant pour opérateur commun 
d'une représentation par des tableaux 


? 








I 1 
AL — A Le 
| 182. 82 


le nombre w est représenté par 



































JL , AS 1: tn he LES 
 NX<{ær+ye, æ+yuw]x | = = X Cp 
W OO) 82: at 
CR 
Entiers du corps. — L'équation fondamentale de © est, à un 


produit près par un entier, 
X2—27X +x—82y?= 0. 


Pour que 5 soit entier complexe il est nécessaire et suffisant que 2æ 
etæ?— 827? soient entiers; il faut donc que 4x?— 4 X 82y? soit 
aussi entier, et par conséquent aussi 4 x 82 X y?, comme 82 n’a pas 


de facteur carré il faut que y comme x soit une fraction de dénomi- 
uU 0 , : 

nateur 2. Donc x et y sont de la forme —; —-; w, 6 étant des entiers et 
Hi 2 


l’on doit avoir 


(4) u?— 820?= 0 (mod 4) 
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ou 


(4) u?— 92v?= (mod 4 ); 


si w et # sont impairs, leurs carrés sont congrus à 1, module 4, et la 
congruence précédente ne peut être vérifiée. Si w ou # est pair, 
l’autre l’est également, c’est dire que æ et y doivent être entiers. 
Donc tout entier complexe du corps est de la forme 


u + p 82 (u, + entiers). 


On verra sans peine comment ce raisonnement s'étend au cas général 
d’un corps du deuxième degré K(Y4), d sans facteur carré; il y a 
lieu de distinguer deux cas, suivant que d est congru ou non à 1 
(module 4). 

Une base des entiers du corps est constituée précisément par le 
tableau T pris comme opérateur. Le déterminant du corps est 


9 


D — Re VE 








les tableaux correspondant aux entiers complexes sont, w, # étant des 
entiers, 
































u U O I 
— [Fu | x + [eo] K 
829 ŒUT SA0:0 
Idéaux du corps. — Cherchons la forme générale de la base 


relative d’un idéal (entier ou fractionnaire) du corps. On peut mettre 
cette base sous la forme d'Hermite 


QE. 
© 


PrEs POS U< D, DUR 
PT 


il faut et il suffit que le tableau 

















RAR 

P X< e P--1 — 1 1 
82 o 82q Me a'? a 
MATE CC RE 


soit à termes entiers; il faut d’abord que a’ et p' soient divisibles 
Q 2 


par g;siaet p sont leurs quotients, il faut en outre que rer soit 


/ 
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un entier. Ces conditions suffisent et tous les idéaux ont pour bases 


Pie “a 54 
a 
Nous vérifierons plus loin que certains d’entre eux ne sont pas prin- 


cipaux. Pour qu’un idéal soit entier il faut et il suffit que T soit un 


d 


relatives 





| [82 — a?=0(modp)]. 








entier ordinaire. 

Examinons le cas d'idéaux entiers (d—1); pour que l'idéal de 
base P soit divisible par celui de base P,, il faut et il suffit que le 
tableau 


RP DE 
PAPE [7] x ie 
gi a — &; 
Pi 


soit à termes entiers. Cette formule permet la recherche des idéaux 
premiers. Cherchons d’abord ceux de la forme [g](p—=1,a=o),il 
faut qu’on ne puisse trouver Di, g1, à Sauf P,—1, g,—q ou tels" 
que 
q =0 (mod p1g1), q&4=0 (mod p1g1), 
82— a? = 0 (mod pi). 


Il faut d’abord que g soit premier, sinon il suffirait de prendre 
pour q, un de ses diviseurs (p,—1, &, — 0). Alors on doit nécessaire- 
ment prendre 7, —1 et p,—=getil faut et il suffit qu'il n’existe aucun 
nombre &,, tel que 


82— a?= 0 (mod g), 


c'est-à-dire que 82 ne doit pas être résidu quadratique module g. 

Cherchons maintenant les idéaux premiers pour lesquels p>1, 
on doit avoir q —1, sinon on aurait comme diviseur [9]. Il faut en 
Psp 
à 





outre que p soit premier, car si p, en était un diviseur, l'idéal 











diviserait l'idéal considéré. La condition est d’ailleurs suffisante. Donc 
en résumé deux sortes d’idéaux premiers 


[g] si 82 < æ? (mod g), 
BA 
Ê si 82 = a? (modp), . 
A 














p et g étant premiers. On verra sans peine comment cette recherche 
s’étendrait au cas d’un corps quadratique quelconque. 
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Réduction de la base. — Si l’on approfondit un peu la méthode de 
réduction exposée au Chapitre VI on trouve sans difficulté que, pour 


a a'| 
b b'| 
à la suite des tableaux réduits du système qu'il définit est que 


qu’un tableau du deuxième ordre à termes réels » appartienne 











& 
RE 0>% NE 


en outre tout tableau de la suite se déduit du précédent en multi- 


I : < «a 
» q étant la partie entière de —- 
L —q ; b 


( Voir Mémoire cité). On a un premier tableau réduit équivalent à T 


| 


on en déduit le tableau suivant 
V82—9  —(y82+)9) 


163—18V82 163 +18V/82 


tipliant à gauche par 














qui est 
I I 


V82 "9182 — 9 








o ] 
I —-18 














<| OÙ _- +9) |- 




















qui est égal au premier multiplié par la dilatation 
de — VE] 


Donc une unité du corps est — 9 + 82 et toutes les autres en sont, 
au signe près, des puissances entières, les puissances négatives ne sont 
autres que les puissances positives de 


& ———> = + (9 + VB), 


— 9 + W82 
on peut donc aussi prendre ce nombre comme unité fondamentale. 


Le tableau correspondant est et toutes les substitutions auto- 














, SH NC) 
morphes de la forme décomposable associée à T 


TAN OAV) 
sont comprises dans la formule 


[a à 


Hi K 
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De même les solutions de 


ES Rs FO 


sont les entiers des premières lignes des tableaux précédents. 


Classes d'idéaux. — Considérons une base réduite d’un idéal 
réduit. elle est de la forme 











I I I O 
I il 
a om eme el) | 
+ 7 V82 et 82 Te V82 —V82 


pour que ce tableau soit la base d'un idéal il faut et suffit que 
Pig, d'= ag, 82—a?=0 (modp). 


D'autre part en exprimant qu'il est réduit, c’est-à-dire qu’il vérifie les 
conditions indiquées précédemment, on obtient 


a I — a L — 
OL -+—/82<11, —1>— ——-182, 
P ne P En 


Il faut pour cela que a soit négatif et qu’on ait 


0LVB82Fa<Pp, PE VOST 
ou, en remarquant que «& et p sont des entiers 
— 9£a<—1, 10+a£p£9— a. 


Il suffit donc pour obtenir toutes les bases réduites de donner à a 
toutes les valeurs de — 4 à —1 et de prendre pour p les diviseurs de 
82 — a? qui sont compris entre 10 + a et 9 — à. 

Mais les idéaux réduits ainsi obtenus n’appartiennent pas nécessai- 
rement à des classes différentes. Pour répartir ces idéaux en classes, 
considérons un des tableaux réduits trouvés 


| [ I 


a + 82 AN 83 ? 
P P 


et formons les bases réduites des idéaux réduits dans la classe définie 
par ce tableau. Il suffit d'appliquer la méthode indiquée pour la 
recherche des unités et de former le tableau consécutif au précédent 
dans la suite des tableaux réduits du système. Si & est la partie entière 
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de — ; ce tableau suivant est 
ait 82 
| a + V5 a V5 
0 I né Pts P Ji 
| | X ||a+y82 a—1382 _ il 
V1 orne RE) nr P aa AVS 0 p dat a8a 
P P PORT mir 2 


et l’idéal réduit correspondant a pour base 
I I 1 [ 


p—au—uy8» p—aa+ay8 RE SAT SAT —ap;—a— 82 ? 
a + 32 a — ÿ382 Pi pa 
PP1 = 82 — a. 


Cet idéal peut être identique au précédent; sinon en recommencçant 
le même calcul à partir de cet idéal et ainsi de suite, on finit par 
retrouver l'idéal dont on était parti et l’on obtient aussi tous Îles 
idéaux réduits d’une certaine classe. Si, ce faisant, on n’a pas épuisé 
tous les tableaux trouvés, on recommencera à partir d’un autre et 
ainsi de suite. 

On peut résumer ainsi les calculs 














HEART — 9 — 8 — 7 — 6 — 5 — 4 — 5 — 9 — I 
A... Ù 18 30 46 57 66 je 78 81 
2 AS )n (217) 0 (0; 20)m4;15) (5, 14) (6,13) (7;12) (8,11). (9.10) 
D... I PCA T JL » » OT » » 9 

Le Tableau est identique à son suivant. Pour les autres on à 

70 au 

Pi TETE 2 9 9 3 6 IT 5 6 3 II 6 
Dm. I I ù 2 I 5 5 [ 2 
Gj—=—4Pi—« — 5 —1 —8 —S8 —8 —4 —7 —3 — 8 —7 —4 —3 
D ai... .... ERONTS: UAI 18! 53: ROC AT PR) 00 


il ya donc quatre classes qu’on peut définir par les idéaux de bases 






































relatives 
I (e 200 DEL O0 
? 2 2 
ë — 9 I —8 I —8 1 —8 1 
ER 
ou encore, en prenant des bases équivalentes plus simples 
neo 2 0 (AN 0 6 o 
2 D y , 
DROAUT OT Cd: LI 
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La première de ces classes est la classe principale, l’existence des 
autres montre bien la nécessité de l'introduction des idéaux. Dans 
l'extension de ces calculs aux corps quadratiques quelconques, il est 
à remarquer qu'ils se simplifieraient pour les corps imaginaires, chaque 
classe est alors représentée par un seul idéal réduit. 


Structure des classes. — Appelons 9, 4, 8, €, les classes précé- 
dentes. Calculons 4?, l'idéal 4 qui représente cette classe est définie 


par [ 2, 82 | et son carré par 
re 282, $ » | — 2, 282 | =: of 


idéal qui est principal, et A°— 2. Calculons 4 X #, en faisant le 
produit des idéaux correspondants on trouve 


[6, 2 + 2/82, 3/8, 82 + 4/82 | — [6,2 — » X 82, — 3 x 82, 82 + ÿ82| 
+ [6, — 2 + 82] =[6, — 81824, 


et cet idéal appartient à la classe €. 
Calculons encore #?, le carré de l’idéal représentatif est 


Los 3 + 34/82, 83 + 24/82 | = [9, — 80 + ÿ/82, 3 x 83 — 2 x 3], 
= [9, — 80 + 82] =[9, — 8 +8], 


ce qui est un idéal de 4. On peut alors résumer la structure 


5, #2 — À, D 0 5: — D. 

Terminons cet exemple en montrant que les propriétés des nombres 
premiers rationnels ne pouvaient pas se transporter aux nombres 
premiers complexes du corps. L'idéal A — Lo, V82| est premier, son 
carré est l’idéal principal [2], cet idéal ayant pour seul facteur , 
le nombre correspondant 2 n’est divisible par aucun entier complexe 
du corps (car l'idéal correspondant devrait diviser 4); on pourrait 
donc considérer 2 comme premier. Considérons d’autre part lidéal 


également premier db — [3, 1 + V/82 |, son carré est un idéal de A: 





pee ele 15+ | e 


2 


Mais alors l'idéal entier 5? qui appartient à 4? est principal 





UD? — 5 + = x AL2= [10 + ÿ/82 |, 


2, 
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il n’a d’autres diviseurs que les idéaux 4, w%, 41, W? dont aucun 


n’est principal; le nombre entier complexe 10 + ÿ82 qui n’a aucun 
diviseur entier complexe pourrait donc être considéré comme premier 
et notamment comme premier avec 2. Pourtant le carré de ce 


nombre 
(ro + 82 ) — 182 + 20/82 


est divisible par 2 (il est contenu en effet dans le carré de l'idéal 
premier Jb, qui est 2). 


10 





ä Tor vi & + 
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NOTE Ill. 


LES CONGRUENCES SUIVANT UN IDÉAL 
ET LA NORME D'UN IDÉAL. 


Ainsi que nous l’avons fait remarquer à la fin du Chapitre V (p.00, 
note 1}, il n’existe pas pour les idéaux de notion analogue à celle 
de la somme ou de la différence de deux nombres. On ne peut donc 
songer à définir des congruences entre idéaux, mais en revanche on 
peut définir des congruences entre nombres d’un corps relativement 
à un idéal de ce corps. X suffit de considérer un idéal entier, comme 
un sous-module de l’ensemble des entiers du corps et de lui appliquer 
l'extension toute naturelle faite aux sous-modules, des notions de 
congruences et de classes suivant un module entier, empruntées à 
l'arithmétique ordinaire. Soit, par exemple, un idéal entier b de base 
relative P dans un corps dont la base des entiers est T; on dit que 
deux entiers complexes, &, 5, du corps sont congrus, module b, 


a=f$ (mod), 


si æ-f est dans &. Les points du module & (de base T}), corres- 
pondants à &, 5 sont, d’après une locution déjà employée (Chap. I, 
p. 49) congrus suivant le sous-module À de base P XT. Ces con- 
gruences ont les mêmes propriétés que les congruences entre entiers 
ordinaires : 


= $ (mod. ) Se 7 
ï LÉ == o 
Le rod entrainen b=Y7y (mo ), 
= B' (mod. ) 


B= (mod) entraînent. f(x, 5.) = A0 


f étant une fonction entière à coefficients entiers complexes du 
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corps. Enfin (1) 


a = $ (mod) 
de D (modvr) entrainent 4=$ (mod p.p.m.c.4b, Vb,…….). 


SE UN sat e ele 2% 


Les entiers du corps, ou les points du module & associé, peuvent 
se répartir en classes de nombres congrus entre eux suivant l'idéal à, 
ou suivant le module de points correspondants. D'après le calcul fait 
au Chapitre IT, le nombre de ces classes est fini et égal à la valeur 
absolue du déterminant de la base relative de 4, |A(P)|; c'est ce 
qu'on appelle la norme de A. Dans le cas d’un idéal principal [ w], 
une base est constituée par 


MRC OR PE Q, | =: PET: 


donc [A(P){ est égal à [os Xw)X ... Xw,|, c'est-à-dire que la 
norme de l'idéal est égale à la valeur absolue de la norme de w. 

On peut étendre cette définition au cas d’un idéal fractionnaire; on 
appelle rorme d’un tel idéal la valeur absolue du déterminant de la 
base relative. On peut encore essayer de relier cette norme (qui est 
un nombre fractionnaire) à un nombre de classes d’un certain module 
que le lecteur déterminera aisément. Il est préférable d'en donner ici 
une autre signification moins immédiate et utile dans beaucoup de 
cas. La norme d'un idéal À, entier ou fractionnaire, est égale au 
plus grand commun diviseur des coefficients de la norme d’une 
forme o(x, y, ...) contenant db. 

Supposons, par exemple, © linéaire, 


o(%,Y,..)= ra + y +... 
l'idéal 4 étant définie par &, 6, ..., chacun des tableaux : 
AR LA EE PE À MS Or Dr L ie 
est un tableau du module de points associés à b. Donc 


ESS FAR En SRE D EET (Sax à termes entiers); 
TX [B1,..., Br] = SXPXT (Sg à termes entiers); 





(:) La première et la troisième propriété sont vraies pour un sous-module quel- 
conque de ©, la deuxième exige que 4b soit un idéal. La démonstration résulte 
du fait évident que la différence f(x, B', ...) — f(x, B, ...) est une fonction 
entière sans terme constant (et à coefficients entiers de ©) des différences x — à, 


R'— Ps < 
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T'xk[vu+yhi+..., .., va+yhr+...] = (TSa+y SB+...) SC PE SRE 
d’où, en prenant les déterminants des deux membres 
A(T)xXD(x,7,...)= A(æSa+ySs+...) x A(P) XA(D); 


® étant la norme de o, c’est-à-dire le produit des x formes con- 


Juguées @i, Dr, ...) Pn de @. Soit le plus grand commun diviseur 


des coefficients de ® et ®, — =D la forme primaire qu’on en déduit; 
l'égalité peut s’écrire 


nee ”_ ; 
A(P) TEE ..) = A(xSy+ 7) SB+...). 


Le deuxième membre étant une forme linéaire à coefficients entiers, 


pe P est un entier rationnel, 


I 
ACER 
Considérons maintenant l'idéal «4 1 inverse de .& et les idéaux 


il s’ensuit que 





conjugués dans les corps conjugués; ils sont définis respectivement 
par les coefficients des formes 


SET RES 


! ans 
RAD NS rs EUR: Vs. 1) UD 


Or, si «' est un de ces coefficients le tableau 
PESTE "00 ra 


étant formé par les produits de nombres de À par des nombres de =! 
et leurs conjugués, est formé d’entiers complexes, donc appartient 
à T. C’est drre que 


PERTE Ta, SL ee ET (Ux à termes entiers); 
PHTXE(R,,...,8%] = UsxT (Ug à termes entiers); 


et 
RSR LECTURE AU | URI 


U ayant pour termes des fonctions entières à coefficients entiers 
de æ, y, .... En prenant les déterminants des deux membres 


APS VIRE RU AU 
A(P)( 2)" pa: HN SAP) LU (2 
( ) P (æ,Y; + ( ke 1 (T9, .…) ( ) 


LES CONGRUENCES SUIVANT UN IDÉAL ET LA NORME D'UN IDÉAL. 149 


Comme A(U) est une fonction entière à coefficients entiers et #71 
une fonction primaire, A(P) x T est aussi un nombre entier, ce qui, 
P 


rapproché de la propriété déjà établie, montre que A(P) + v Le 
théorème est encore vrai pour une forme © non linéaire. 

On déduit de là que le plus grand commun diviseur des coefficients 
de ® est indépendant du système de nombres &, 5, ..., servant à définir 
l'idéal. Réciproquement, si plusieurs nombres æ,6,..., d’un idéal «& sont 
tels que le plus grand commun diviseur de la norme deax + By+... 
soit égal à la norme de +, ces nombres peuvent servir à définir &, 
ou encore la forme contient l'idéal. On voit aussi immédiatement 
qu’un idéal À contient tous les coefficients de ® (norme d’une forme 9 
contenant À) et par suite leur plus grand commun diviseur qui est /a 
norme de 4. Si cette norme est 1, A contenant 1, contient tous les 
entiers complexes du corps, mais il ne peut contenir de nombres non 
entiers, Sinon © aurait au moins un tel coefficient &, et ® ayant au 
moins un coefficient fractionnaire [N(x)], ne saurait admettre 1 
comme plus grand commun diviseur de ses coefficients; donc A —{1}]. 

Cette même interprétation de la norme fournit encore une démons- 
tration simple de la propriété: La norme d’un produit d'idéaux 4 <<" 
est égal au produit des normes. Soient deux formes 


p—=ar+f8y+..., gaz +f$"y'+. 
contenant respectivement À et L'; le produit 


ox D'= 41 2x + ab'xy' + Ba'x'y +... 


/ I 
est une forme contenant A L'. Or — NT) X N(o) et —— NQU . j x N(o') 


étant deux polynomes primaires, leur produit est aussi primaire, ce 
qui montre bien que N(A&) x N(.&') est le plus grand commun 
diviseur des coefficients de la norme de wv’, c’est-à-dire est la norme 
du produit 44’. 

Revenons au cas de & entier et à la première définition de la norme. 
Nous supposerons, ce qu’il est toujours possible de réaliser, que la 
première ligne de T est formée de 1 et que la base relative de ge 
(à termes entiers) est sous la forme réduite d'Hermite 
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Aux entiers rationnels de L correspondent les points du module dont 
les » — 1 dernières coordonnées relatives par rapport à T sont nulles. 
Or p est le plus grand commun diviseur des premières coordonnées 
de ces points (voir Chap. Il, la démonstration du théorème fonda- 
mental), c’est-à-dire que p est le plus grand commun diviseur des 
entiers rationnels de %. De même si la deuxième ligne de T est 
formée des conjugués de l’entier complexe w, pour tous les nombres 
de 4 qui sont de la forme xw, (xentier rationnel) les n — 2 dernières 
coordonnées relatives par rapport à T sont nulles; ces nombres sont 
de la forme yp;w (mais non réciproquement). Or l'idéal & contient 
l’entier pu, donc pa est un diviseur de p; il en est de même 
HD in 

Considérons plus particulièrement le cas de 4 premier; alors 
l’entier p est nécessairement premier dans le domaine des entiers 
rationnels. Sinon on aurait | 


Pp=PXPpP, [P]=[r]1x< [pr]; 


l'idéal premier 4 qui divise [p] diviserait l’un des facteurs [p’| 
ou [ p”]; c’est-à-dire que «4 devrait contenir l’un des entiers ration- 
nels p’ ou p’qui n’est plus multiple de p. Les nombres p», ..., ph 
sont alors égaux respectivement à 1 ou à p et la norme de est 


DER (TEN) 


c'est-à-dire à une puissance du nombre premier, plus grand 
commun diviseur des nombres rationnels contenus dans A. Cette 
puissance f est appelé le degré de l'idéal À. 

D'autre part l’idéal À contenant p, l'idéal principal [ p] est divisible 
par < qui est par suite un des facteurs de la décomposition de [p] 
en facteurs premiers 


égale à 


LD x 
Si l’on a égard à l’égalité des normes des deux membres 
N([p])=p?= NX) x N(Ub) x... 
on voit, d'une part, que les normes de .&, 1h, ... sont des puissances 
de p 
N(&)=pf,  N()=pfn 


d’autre part ces facteurs sont au plus en nombre ». On obtient donc 
la suite des idéaux premiers d’un corps, en considérant la suite des 
entiers rationnels premiers p et en décomposant dans le corps les 
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idéaux | p] en produits de facteurs premiers. Comme à des p distincts 
correspondent des idéaux premiers distincts, il existe bien une injfi- 
nilé d'idéaux premiers. 

Au sujet de cette recherche des idéaux premiers, on peut se poser 
deux problèmes sur lesquels je me contenterai de donner ici quelques 
brèves indications. On peut d’abord chercher les nombres premiers 
rationnels p dont les facteurs premiers idéaux ne sont pas tous 
distincts. Ces entiers sont en nombre fini et coïncident avec les di- 
viseurs du discriminant du corps, je renvois pour la démonstration 
aux travaux de MM. Dedekind et Hensel. Signalons seulement que 
ces diviseurs, qu’on appelle quelquefois nombres critiques, jouent 
un rôle important dans la constitution de l’arithmétique du corps 
(notamment dans la structure du groupe formé par les classes d’idéaux, 
Chap. VIT). On peut rapprocher ce rôle de celui joué par les points de 
ramification (diviseurs de la fonction discriminante) dans l’étude des 
fonctions algébriques : c’est ce rapprochement qui sert en somme de 
point de départ lorsqu'on étudie simultanément les corps de nombres 
et de fonctions. (Voir l'Encyclopédie, t. I, p. 10, articles de 
G. Landsberg, de J. Hadamard et J. Kürshàk dans l'édition française; 
et les travaux de K. Hensel, G. Lanasberg, J. Künig, etc.) 

Ces nombres premiers critiques mis à part, on peut ensuite se 
proposer de répartir les autres nombres premiers en catégories sui- 
vant le nombre et les degrés respectifs de leurs facteurs premiers. 
Dans la Note précédente, on a pu voir comment cette répartition est 
liée, dans les corps quadratiques, à la notion de résidus quadra- 
tiques (symbole de Legendre); pour les corps de la division du 
cercle (définis par une racine miè"e de l’unité) elle dépend de lex- 
posant auquel appartient p relativement au module m (dans le 
cas de m premier). Pour les corps plus généraux cette question se 
rattache à l’étude de congruences de degré supérieur à 1 relativement 
à un module entier rationnel, on pourra en trouver un exemple élé- 
mentaire (corps du troisième ordre) dans le livre de M. Sommer, tra- 
duit par M. Levy. (Voir aussi aux Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences, séance du 15 mai 1911, une Note sur les corps abéliens du 
troisième ordre.) 

Indiquons enfin comment on peut étendre aux congruences, suivant 
un idéal, les propriétés classiques de la théorie des nombres or- 
dinaires. Soit donc un idéal premier À de norme p/— m; il existe 
m classes d’entiers complexes du corps, incongrues suivant Île 
module À ; nous désignerons par 
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une suite de représentants de chacune de ces classes, o appartenant 
à À. Ceci posé, soit & un entier complexe non dans .&, ou encore tel 
que [a] soit premier avec 4, et multiplions & successivement par 
tous les nombres o, &{ÿ):; on obtient m nombres incongrus, mod. L, 


et qui, par conséquent, constituent une nouvelle suite de représen- 
tants des #7 classes. Ceci prouve d’abord que l’équation congruentielle 


ax = (mod 4 ) 


est, quel que soit b, vérifiée par les nombres d'une et d’une seule 
classe. En outre, si l’on fait le produit des m—1 congruences 


ax'= f, au"= f;", RE aatn—1) = (Bon--1) : 


en ayant égard à ce que la suite des 6 peut être prise, à l’ordre près, 
identique à celle des x, on obtient 


am-1= 1 (mod), 


quel que soit a, non dans A. C’est l'extension du théorème de Fermat, 
la norme de l'idéal remplacant la valeur absolue du nombre 
premier. 

D'autre part, si l’on considère Ja suite des classes auxquelles appar- 
tiennent les puissances successives a, a?, ..., on voit sans peine que 
cette suite est périodique; si l’on obtient ainsi 2 classes différentes, 


on à 
ah=1 (mod. ), 


authh = ay (mod.k ); 


cette deuxième propriété admet sa réciproque. Il s'ensuit que À est 
un diviseur de »m —1; c’est, en adoptant la locution classique, l'ex- 
posant auquel appartient a suivant le module À. Je laisse au lecteur 
le soin d'étendre de même la notion de racines primitives, le raison- 
nement si ingénieux de Gauss, pour l’existence de ces racines, et la 
théorie des indices de Jacobi. On fera aussi aisément l'extension de la 
fonction o(77) pour un idéal non premier et l’extension à ce cas du 
théorème de Fermat. 

Considérons encore à un autre point de vue une équation con- 


gruentielle 
f(x) =0 (mod <b), 


f étant un polynome et 4 un idéal premier. Si elle est vérifiée par un 
nombre entier &« du corps, on a édentiquement (c'est-à-dire que les 
coefficients des mêmes puissances sont congrus) 


f(xæ)=(x—a)fi(x) (mod). 
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On en déduit que les solutions distinctes (mod 4) sont au plus en 
nombre p, p étant le degré de f, sauf si tous les coefficients de f sont 
congrus à 0. Mais il peut se faire, si p2 m, que l'équation soit vérifiée 
par un nombre de chaque classe, et par suite par tous les entiers du 
corps, il faut et il suffit pour cela que f soit divisible, module , 


par 
x(td—a)x...x (x — atm—1)), 


D'après le théorème de Fermat, la propriété précédente est vérifiée 
par æ”— x, et comme il y a égalité entre les degrés d’une part et les 
coefficients de x”? d’autre part, on a l'identité congruentielle 


taM—r=rm(r —a)x...x (x —atm-1)) (mod) 
qui entraîne notamment la congruence 
d'x... x ain) = 1 (mod). 


c’est la généralisation du théorème de Wilson. On entrevoit ainsi 
toute l’importance du théorème de Fermat dans la théorie des équa- 
tions congruentielles, les conséquences s’en déduiraient comme pour 
les nombres entiers ordinaires et je renvoie pour ces conséquences 
aux Traités élémentaires de théorie des nombres, par exemple 
l’Algèbre de Serret. [On en trouvera aussi des applications aux 
polynomes à plusieurs variables dans quelques articles de M. Borel 
(Bulletin des Sciences mathématiques). | 


FIN. 
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